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系统控制漫谈

数学和物理系统中的对偶性漫谈（四）
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1. 引言 

在对偶性漫谈系列文章的一开始[1]我们说：“对偶性（Duality）始终贯穿在数学和物理学的发展中，

从最早的关于时间和频率、空间和波数的傅里叶变换到经典的电动力学，从相对论与量子力学到量子电

动力学，从现代数学中的同调群理论，和现代物理中的超弦理论，再到黑洞物理，以及目前仍在探索的

暗物质与暗能量的物理，无不闪耀着对偶性的光芒。可以这么说，对偶性原理已经成为数学和物理学中

为数不多的几个基本原理之一，同时也是人们理解我们赖以生存的这个奇妙宇宙中规律的一个强有力工

具，她的意义还在发展与进一步探索之中。” 

漫谈[1]已经对一些数学系统、经典力学、相对论和量子力学以及物质与场等的对偶性做了回顾与评

述，也通过一些例子展现了她的魅力。在漫谈文章[2]中我们对量子电动力学、弦论和超弦理论、黑洞物

理学，以及目前仍在探索的暗物质与暗能量物理中的对偶性也做了较为详细的介绍。在漫谈文章[3]中我

们进一步举例和阐明了物理学中对偶性存在的概念性发展、对偶性原理以及对偶性的现代理论。我们增

加了拉格朗日与哈密顿力学、电磁学、热力学与统计物理、圈量子引力和拓扑凝聚态物理的例证。 

值得注意的是，对偶性既是复杂系统之间具有内在关系的对应或者是具有同构性的特质，同时通过

她还能实现对系统具体行为的某种控制或操作[4]。例如关于质量起源问题，众所周知的是希格斯机制，

即真空通过“希格斯”标量场自发地破缺了一些规范对称性从而使得无质量的粒子获得了质量。但还有

第二个见解，它来自物理学的另一个领域，它似乎与第一个既有联系又有不同，由于弦理论内部一致性

要求世界片上具有共形对称性，这一要求却阻碍了在统一理论中物理现实的质量的出现。然而，当弦论

被抽象为“共形场论”的研究，并应用于二维材料的二阶相变的研究时，可以看出，热的简单应用打破

了控制临界温度下行为的共形对称性。显然这与后面我们将要介绍和讨论的高温/低温的对偶性以及自
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对偶下的临界行为等密切相关。对偶性与系统控制的另一个例子是在对偶性意义上系统的耦合常数是可

以互相倒易的：当控制耦合常数的运行时，其消失意味着规范耦合常数不需要再重整化。这适用于电学

和磁学公式，这意味着“狄拉克量子化到底适用于裸耦合常数还是重整化耦合常数？”就不是一个问题

了，因为在对偶性意义上它们是相同的。 

这次的对偶性漫谈将对三个方面的对偶性做更深入细致的介绍与评论：一个是关于电磁学的对偶

性；第二个与弦论中的对偶有关，特别是 Seiberg-Witten 的理论；第三个则是来自于凝聚态物理中的对偶

性。 

电磁对偶是一个非常古老的概念，可能早于麦克斯韦方程组[4]，最近几十年引起了人们的极大兴趣。

这不仅是因为它综合了许多迄今为止来自不同研究领域的各种有趣的思想方法，并力求得到具有三维空

间和一维时间的自然时空，而且因为其简单且深刻的基础性特点和悠久的历史传承等优势，在数学和物

理方面都有取得进一步突破的潜力。 

正如我们在漫谈[1]中已经提到过的，在弦论和超弦中存在众多不同的各种对偶及其背后美妙而深刻

的物理图像。例如 T-对偶，S-对偶（即强弱对偶），U-对偶，H-对偶（即全息性对偶），以及反德西特

空间与共形场论之间的对应性，即 ADS/CFT 对偶等。因此对偶性对弦论的发展起到过至关重要的作用
[5]，并已被证明是求解非平凡 D=4 超对称场论，即 Seiberg–Witten 模型[6]的一个极其强大的工具。 

另一方面 Fendley 和 Saleur 证明了各种（1+1）维量子杂质系统显示出自对偶的精确形式[7]，这非常

类似于 D=2 情况下伊辛（Ising）模型中著名的 Kramers-Wannier 对偶关系[8]。他们通过在某些超椭圆曲

线上用围道积分来表达相关的量来实现这一点，且与 Seiberg-Witten 结果相似。 

下面我们将对以上三个领域的对偶性进行更充分的阐述和理解。在此之前，为了加深印象，我们再

次回顾一下在漫谈[3]中提到的关于什么是对偶性的一个概念性的描述：在《数学物理百科全书》[9] 中由

Lozano 撰写的“Duality in Topological Quantum Field Theory”中，他是这样介绍什么是对偶的：“对偶的

概念是一些物理学和数学领域最引人注目的最新突破理论的核心。广义上讲，对偶性（在物理学中）是

同一物理系统不同（通常是补充）描述之间的一种等价性。典型的例子是电磁（阿贝尔）对偶性。其他

更复杂的有，例如各种弦理论的对偶性，如 T-对偶（它的更为特殊的实现是镜像对称）和强/弱耦合的

S-对偶，以及场论对偶——比如 Montonen–Olive 对偶和 Seiberg–Witten 有效对偶”。显然这一概念性

描述有助于加深对对偶性的深入理解。 

2. 电磁对偶性 

首先我们来看一下直观的电磁理论在几何和物理之间的对偶性关系，如图 1 所示。显然，数学中微

分几何里的联络和曲率概念对偶于物理中电磁理论里电磁场的电势和场强，而且约束条件的雅可比恒等

式和作为外微分精确形式的场强一定是闭形式，这两点就给出了麦克斯韦方程组。 
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图 1  电磁理论几何与物理的对偶性关系 

众所周知麦克斯韦理论在对偶算子下是不变的，也就是说在时空的任何一点上如果没有自由的电荷

和磁荷，我们有两个对偶对称的麦克斯韦方程组 dF=0 和 d*F=0，其中 2 阶场强张量 F是 1 阶张量势 A

的外微分，即 F=dA；而*F是 F的对偶场强。它们的矩阵表达式可以写成 
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不难看出，*的对偶算符是 E→B，B→－E。 

1995 年，David I Olive 发表了他的著名文章《精确的电磁对偶性》(Exact Electromagnetic Duality)[4]，

其核心的思想与观点是：将电磁对偶旋转对称性扩展到携带电荷和磁性电荷的物质的问题上。 

首先假设物质可以被视为由携带典型电荷 q和磁荷 g的经典点粒子组成。然后，很容易将源电荷或

磁荷包括在麦克斯韦方程的右侧，并通过受广义洛伦兹力的单个粒子的运动方程来补充，当然实现这一

点所要付出的代价是要包含至今尚未观测到的磁电荷，或者说要假定自由磁荷的存在。因此，我们必须

假设未能观测到磁电荷可能的原因要么是由于相关的磁荷有非常大的质量，要么是由于其他尚未知晓的

原因。 
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图 2  麦克斯韦（James Clerk Maxwell，1831—1879）（图片来自网络） 

从经典理论转向量子理论，我们立即发现物质波函数的电磁耦合需要引入规范势，这一过程在存在

磁荷的情况下并不简单。然而，在 1931 年，狄拉克克服了这一困难，并表明磁荷的引入可以与量子理论

相一致，前提是其允许值受到限制[10]。他的结果是，磁荷 g 在存在电荷 q 的情况下必须要满足它们的乘

积在 Planck 常数的单位上是 2π 的整数倍，即 qg=2𝜋𝜋𝜋𝜋ℏ，此即著名的狄拉克电荷/磁荷的对偶性及其量子

化条件。 

正如他所指出的，这种情况产生了惊人的后果：如果磁荷 g 存在于宇宙中的某个地方，即使没有被

观测到，那么任何电荷都必须以单位2𝜋𝜋ℏ/g 的整数倍出现。这种电荷的量子化确实是自然界的一个特征，

这种解释实际上是迄今为止发现的最好的解释。 

Olive 指出狄拉克电荷/磁荷的对偶性及其量子化条件存在一个问题，即它无法保持要满足麦克斯韦

方程组关于复数形式电磁场（E+iB）的旋转对称性所必须要求的复数形式荷（q+ig）同样要满足的旋转

对称性。这表明狄拉克导出的电-磁荷量子化条件并不完全正确，因为尽管狄拉克的论点无可挑剔，但在

所考虑的情况中隐藏着一个假设。为了克服这一困难，Olive 找到了一个同时具有电荷和磁荷且自洽的

量子场论。他假定携带磁荷的结构由理论本身来决定，因此其质量取决于所携带的电荷与磁荷。正如

Maxwell 能量密度遵循电磁场的旋转对称性一样，他期望这个质量与电磁荷的依赖关系也遵循电-磁荷的

旋转对称性，因此有 M（q，g）=M（|q+ig|）=M（√𝑞𝑞2 + 𝑔𝑔2）。 

该理论的可能量子态携带 q和 g的值，当在复 q+ig平面[即具有笛卡尔坐标(q，g)的平面]中绘制时，

它们形成整数晶格。忽略可能的双荷子（Dyon），单个粒子状态将对应于该晶格的五个点。光子和希格

斯粒子对应原点（0,0），重规范粒子 W±对应点（±q0，0）。因此，由原始“电”作用中的基本场产生

的粒子位于实数的电轴上。磁单极子孤子 M±则位于（0，±g0）处的虚数的磁轴上。顺便说一句，对于

既携带了电荷又携带了磁荷的双荷子，狄拉克量子化的规则将变成如下的威腾量子化规则：

q1g2−q2g1=2𝜋𝜋𝜋𝜋ℏ。 

现在，如果我们按照狄拉克电-磁量子化条件的电荷到磁荷的变换，并在 q+ig 平面上旋转一个直角，
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上面描述的五个点将被重新排列。这表明，由作用中存在的场产生的 M±理论的“对偶”或磁性公式也

将是类似的自发破缺的规范理论，但耦合常数由狄拉克电-磁量子化条件下电荷-磁荷的变换关系所改变。

在这个新的公式中，W±粒子将取代 M±以孤子的形式出现。以上便是 Montonen-Olive 电磁对偶猜想的原

始形式[11]。 

李淼在他的科普著作《超弦史话》[12]里对 Olive 和 Montonen 关于电磁对偶性理论发展的历史有过精

彩的描述。这里把相关的文字摘录如下：“第二次‘革命’远较第一次‘革命’延伸得长(1994—1998)， 

影响也更大更广。有意思的是，主导第二次‘革命’主要思想，不同理论之间的对偶性(请注意这不是我

们已提到的散射振幅的对偶性) 已出现于第一次‘革命’之前。英国人奥立弗(Olive) 和芬兰人曼通宁

(Montonen) 已在 1977 年就猜测在一种特别的场论中存在电和磁的对称性。熟悉麦克斯韦电磁理论的人

知道，电和磁是互为因果的。如果世界上只存在电磁波，没有人能将电和磁区别开来，所以此时电和磁

完全对称。一旦有了电荷，电场由电荷产生，而磁场则由电流产生，因为不存在磁荷。而在奥立弗及曼

通宁所考虑的场论中，存在多种电荷和多种磁荷。奥立弗-曼通宁的猜想是，这个理论对于电和磁完全是

对称的。这个猜想很难被直接证明，原因是虽然磁荷存在，它们却以一种极其隐蔽的方式存在：它们是

场论中的所谓孤子解。在经典场论中证明这个猜想已经很难，要在量子理论中证明这个猜想是难上加难。

尽管如此，人们在 1994 年前后已收集到很多这个猜想成立的证据。狄拉克早在 1940 年代就已证明，量

子力学要求，电荷和磁荷的乘积是一个常数。如果电荷很小，则磁荷很大，反之亦然。在场论中，电荷

决定了相互作用的强弱。如果电荷很小，那么场论是弱耦合的，这种理论通常容易研究。此时磁荷很大，

也就是说从磁理论的角度来看，场论是强耦合的。奥立弗-曼通宁猜想蕴涵着一个不可思议的结果，一个

弱耦合的理论完全等价于一个强耦合的理论。这种对偶性通常叫做强弱对偶。” 

Olive 还详细讨论了精确电磁对偶与模群的联系。这里我们做些简单的介绍。事实上，Schwinger 推

广了狄拉克的离散量子化的电-磁荷条件（可以看作是电磁对偶的耦合常数之间的变换关系）。如前所述，

由局部态组成的 q+ig 的值的粒子应该位于复平面中的晶格点上。这种晶格结构是电荷守恒定律和 CTP

定理所要求的：一组允许的值必须在平移和符号反转的情况下是不变的，因为这些操作可以通过组合状

态和 CTP 的共轭性在物理上实现。粗略地说，是电荷晶格描述了物理现实，而作用量的选择对应了格中

基矢的选择，即一对不共线的基元矢量（或一对周期）。作为二维的电荷晶格，意味着这些选择与模群

的作用量有关，这个模群是包含了先前狄拉克电磁荷对偶变换的无限形式的离散群。 

关于模群 SL(2, Z)，众所周知，它的共形变换是 w =(az +b)/(cz + d)，其中 a, b, c, d都是实数，且满

足 ad − bc = 1。通常认为模群由下面两个生成元 w = z + 1 和 w=−1/z所产生，更多的时候是写成𝑇𝑇: 𝜏𝜏 →
𝜏𝜏 +1 和𝑆𝑆: 𝜏𝜏 → −1/𝜏𝜏。可以证明复上半平面 H经过它们的共形映射后仍为 H。T 和 S的物理意义也是很

显然的，前者使得转动了一个2𝜋𝜋角或等价地，绕数 n增加了 1，后者即是电磁对偶的狄拉克规则，或者

等价地，耦合常数互为倒数。这也可以看作是一般性的强弱 S对偶的一个特例。图 2 给出了关于 S的一

个直观的示意图。 

根据以上描述的结果，电磁对偶在 N=4 超对称 SU（2）规范理论中也是可以实现的，在该理论中，

希格斯场获得了非零真空期望值。该理论是闵可夫斯基时空中极少数精确共形场论之一的变形。 
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因此，电磁对偶已经成为解开强耦合量子规范理论和弦论结构的有力工具。在许多 N=1 和 N=2 超

对称的理论中，对偶性表现为有效低能量描述的对称性，它在红外动力学中发挥着重要作用。另一方面，

在 N=4理论和一些特殊的 N=2理论中，电磁对偶是精确的，因为它在所有能量尺度上都有效。 

 

 

图 3  一个保角映射序列，表明参数为τ的环面保角等价于参数为−1/τ的环面。 

Olive 认为，精确电磁对偶的潜在有效性意味着至少在四维量子场论理论中，它比与之相联系的量

子力学和经典场论的总和还要丰富得多。这是因为新的对偶与对称性本质上是量子的，没有经典的对应

物。此外，它还将理论的强耦合和弱耦合机制联系起来。因此，有关电磁对偶性的新见解还在发展，其

内容直到现在还在进一步研究中。 

我们从电磁对偶中能够学到如下一些关键性的东西：它需要磁单极子，规范理论中单极子的存

在与紧 U(1)规范群的存在密切相关，磁电荷由拓扑量-绕数给出，它属于 U(1)的第一个同伦群，电

磁对偶意味着 C 不变性，双荷子的电荷和磁荷位于二维晶格上,且可以向超对称量子场论扩张，并

于模群有关。 
由于这些理论中的额外结构和增加的对称性，对偶性的概念激增，这一切都可能被认为是阿贝

尔电-磁对偶的推广（Schwarz，1997）。它们被命名为 Seiberg–Witten对偶、S-对偶、T-对偶、镜像

对称等等。 
尽管自然界似乎没有表现出精确的电磁对偶性，但现实化的理论总是有精确理论的影子，哪怕是其

有些破缺了的版本，另外，在精确理论中，存在丰富的结构能够以 Seiberg 和 Witten 所倡导的方式来解

释夸克禁闭等一些难题。因此下面我们就专门讨论—下著名的 Seiberg-Witten 理论及其中的对偶性问题。 

3. Seiberg-Witten 理论及其中的对偶性 

1994年，Seiberg和Witten（见图 4）考虑和解决了超对称情况下非阿贝尔规范理论中的电磁对

偶性[3,6,14]。 
在文章[13]中，通过提出两种不同的规范理论（不同的规范群和夸克表示），在四维情况下证
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明了 N=1超对称非阿贝尔规范理论中的电磁对偶性，从而得到相同非平凡的长距离情形下的物理。

一种理论的夸克和胶子可以解释为另一种理论下基本场的孤立子（非阿贝尔磁单极子）。一个理论

的弱耦合区域被映射到另一个理论的强耦合区域。当其中一个理论被夸克的期望值希格斯化时，另

一个理论则是禁闭的。在禁闭描述下的无质量胶球、重子和阿贝尔磁单极子则是对偶的希格斯描述

下弱耦合的基本夸克（即带禁闭的夸克孤立子）。 

    
图 4  Nathan Seiberg 和 Edward Witten（图片来自网络） 

李淼在他的科普著作《超弦史话》里[12]也对 Seiberg 和 Witten 理论发现的历史有过精彩的描述，也对

其中的对偶性做了充分的说明。这里把相关的文字摘录如下： 

“对对偶性做出很大贡献的一个人是洛特格斯大学(Rutgers University) 新高能物理理论组的塞伯格

(Nathan Seiberg)。他也是 1989—1992 之间研究两维弦论（又叫老的矩阵模型）非常活跃的人物之一。然

而他见机较早，回到矩阵模型发现以前第一次超弦革命后遗留问题之一，超对称及超对称如何破坏的问

题。这里每一个专业名词都需要整整一章来解释，我们暂时存疑留下每一个重要词汇在将来适当的时候

再略加解释。弦论中超对称无处不在，如何有效地破坏超对称是将弦论与粒子物理衔接起来的最为重要

的问题。塞伯格在 1993－1994 之间的突破是，他非常有效地利用超对称来限制场论中的量子行为，在许

多情形下获得了严格结果。这些结果从量子场论的角度来看几乎是不可能的。科学史上最不可思议的事

情之一是起先对某种想法反对最烈或怀疑最深的人后来反而成为对此想法的发展推动最大的人。威顿

（Edward Witten）此时成为这样的人，这在他来说不是第一次也不是最后一次。所谓塞伯格-威顿理论将

超对称和对偶性结合起来，一下子得到自有四维量子场论以来最为动人的结果。这件事发生在 1994 年

夏天。 

1995 年是令弦论界异常兴奋的一年。一个接一个令人大开眼界的发现接踵而来。施特劳明格(Andrew 

Strominger) 在上半年发现塞伯格-威顿 1994 年的结果可以用来解释超弦中具有不同拓扑的空间之间的

相变，从而把看起来完全不同的‘真空’态连结起来。他用到一种特别的孤子，这种孤子不是完全的点

状粒子，而是三维的膜。威顿 1995 年 3 月份的工作中，以及两个英国人胡耳（Chris Hull）和汤生（Paul 
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Townsend）在 1994 年夏的工作中，就已用到各种不同维数的膜来研究对偶性。这样，弦论中所包含的

自由度远远不止弦本身。” 

实际上 1994 年 Seiberg 和 Witten [14]提出了对于 N=2 规范理论的低能有效理论，Seiberg 和 Witten 设

法计算了 N=2 超对称 SU（2）Yang-Mills 理论的低能量威尔逊有效作用。这个有效作用是根据所谓的前

置势给出的，它是超对称多重态中包含了标量场的真空期望值的函数。最重要的是，N=2 超对称性约束

的前置势为多态射函数，即多值解析函数。另外阿贝尔规范理论和 N=4 超对称规范理论在量子理论相同

的意义上表现出精确的电磁对偶性，其中耦合常数可以进行 SL(2, Z)变换。 

与在 Montonen-Olive 意义上被认为是完全自对偶的 N=4 的 SYM 理论不同，N=2 的 SYM 理论不可

能是自对偶的。值得注意的是，“基本”场属于 N=2 矢量多重态，而磁单极子属于 N=2 标量多重态，

即 N=2 超多重态。然而，N=2 理论仍然具有有效对偶性。 

Seiberg-Witten 的思想[14,15]是引入了一个辅助亏格为 1 的黎曼曲面（椭圆曲线），其模空间可由复上

半平面 H模去 SL(2,Z)的商群所精确的给出，并且其周期“矩阵”（或椭圆模）预先是规范耦合。由于黎

曼曲面理论中众所周知的“黎曼二次关系”，该辅助构造自动保证了 Zamolodchikov 度量（Imτ>0）的正

定性。 

此外，在 Seiberg 和 Witten 的精神下，很自然地将 Calabi-Yau 流形 G（在该 G 上紧化的 II 型超弦

中）的复结构的模空间 M（G）中所谓的锥奇点解释为来自 BPS（稳定）无质量带电超多重态。后者在

弦理论中通常被解释为带电的无质量黑洞。已知的对偶弦论提供了一些例子，其中一个理论中的经典模

群表现为对偶理论中的量子模群，从而在弦论框架下将经典模和量子模联系了起来。因此，扩展到超对

称规范理论的 Seiberg-Witten 方法可以以非常自然的方式被进一步提升到超弦的理论中。 

正如 Ketov 所总结的[15]：弦理论中的 S-对偶是作用于复数（膨胀）场的，并且它与强耦合和弱耦合

有关。它给出了合理的期望，即一个强耦合弦论很可能由另一个弱耦合弦论来表示。紧的超环有另一个

目标空间的对偶，这被称为 T-对偶，它通常由非紧离散群表示。T-对偶群和 S-对偶群的 SL(2, Z)实际上

是一个更大的非紧离散群的子群，这就是 U-对偶。U-对偶的大群似乎是隐藏的非紧连续对称性下的一个

离散子群，其非紧连续对称性已知存在于点粒子极限 α→ 0 情形下由紧超弦引起的扩展了的超重力理论

中。例如，在四时空维度上的 N=8 最大扩展超重力就具有非紧全局对称性 E7（一种例外李群），而在

相应的（紧）II 型超弦理论中，有证据表明存在作为 U-对偶群的离散群为 E7 群。 

4. 统计力学和凝聚态物理中的对偶性 

统计力学中最早发现对偶性的研究工作是 1941 年由 Kramers 和 Wannier 完成的[16]，这就是著名的

Kramers-Wannier 对偶性。它是二维 Ising 模型的关于低温有序与高温无序的 ordered-disordered 对偶。该

模型只有最近邻位置的自旋有相互作用，其相互作用强度与温度的比值为一个无量纲参数 K，通过标准

的配分函数以及单位自旋的自由能研究发现高温和低温下的参数 K 之间，有一个漂亮的对偶关系式：

sinh(2K*) sinh(2K) = 1。显然当两者相等时，即在 K=K*=Kc =ln (1 +√2)/2=0.44069 处，这便是发生相变
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的转变温度的临界点。 

注意，对偶映射 sinh(2K∗) sinh(2K) = 1 不仅将低温区域与高温区域连接起来，反之亦然，即 K↔K*：

在这个意义上，它是强耦合状态和弱耦合状态之间的映射。此外，它也是对合 K*（K*（K））=K。在这

个意义上，这一对偶性的特点事实上跟上两节描述的 SL(2,Z)的模群变换关系，以及生成子的对合与对易

律都是一致和相似的。例如，如果记 s ≡ sinh(2K)，则 s → s−1。而映射 f : s → −s 与 g : s →1/s 显然是正

合和可对易的：f ◦ f = id = g ◦ g, f ◦ g = g ◦ f → (f ◦ g) ◦ (f ◦ g) = id，其中的 id 是恒等映射。 

顺便说一句，1952 年，Potts 推广了 Ising 模型[17]，即每个自旋可以具有 q个值，其对偶性仍然存在，

这时临界温度对应的 Kc = ln(1 + √q)。对于 q=3,4，相变是二阶的，而对于 q>4，相变则是一阶的。 

1999 年 Gaetano Bertoldi 的进一步研究[5]发现 Seiberg-Witten 理论和 Pott 模型之间通过模函数的相似

性有内在的联系：在被研究系统的对称性和对偶性的变换下模函数是不变的，这就意味着不同类型的有

效温度的分类可以由带有三个窟窿的复数球来刻画，这三个窟窿的位置在+1，－1 和无穷远处。 

 
图 5  Tannaka 对偶将群 SU（2）≅S3转化为其表示（Rep）的离散化了的范畴，Rep（G） 

（图片来自文献[18]） 

每一个表示都完全可约为自旋 j/2不可约表示的直和。态射 f，g，h，j表示了互相缠绕交织（Intertwining）

的映射。值得注意的是，这两张图形包含了相同的信息（即具有对偶性）。 

这也说明了不同物理理论之间有某种隐藏的对偶性，好似一种看不见的魔力使得看起来完全不同的

物理对象的背后有共同的数学结构把它们神秘地联系了起来。对偶性甚至在更广泛的意义上跟范畴学发

生了关联，这从图 5 可以一窥其妙。 

关于数学上与范畴描述相关的对偶性问题这里不详细阐述了，将来在另外的文章里做进一步的介绍。 

实际上，在凝聚态物理学中将自旋或玻色子映射为费米子的模型有很长的历史。在（1+1）维情况

下，这样的映射基于 Jordan-Wigner 的变换，它引入了非局域弦算符来确保任意空间分离处对象之间的

统计变化。尽管存在这种非局部性，但许多局部（1+1）维度的自旋或玻色子模型能精确地映射到局部

费米子。例如，一维（1D）横向场 Ising 模型就被映射为在相变处变成无质量的自由 Majorana 费米子链。

又比如附加了 Chern-Simons 通量后，同样的处理方法可以推广到二维（2D）系统；此时“统计”意味
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的规范场扮演了与 1D 情况下 Jordan Wigner 弦相同的角色。这方面的一个应用是将电子分数量子霍尔态

描述为 Chern-Simons 玻色子的超流体。 

因此，可以这么说，对偶性提供了对原初问题的某种替代性重新表述，这一互补性的表述可以通过

统计嬗变而获得。经典的例子包括了上述的 Ising 自旋的 Kramers-Wannier 对偶和玻色子的粒子-涡旋对

偶。 

人们还发现了一种费米子对应物，可以把自由 2D 的狄拉克费米子映射与规范场耦合的对偶的狄拉

克费米子。在上述这些情况下，就原始微观自由度而言，对偶性的准粒子都是高度非局域的物体，但表

现出了相同的统计特性。 

在[19]中，费米子自旋被解释为玻色子和涡旋的相对取向。在费米子时间反转下，自旋翻转，对应于

取代玻色子↔ 旋涡，即对偶性。图 6 是其示意图，具体和精确的内容与意义这里不再细说，读者可以

参看原始文献。 

 

图 6  费米子自旋被解释为玻色子和旋涡的相对取向。在费米子时间反转下，自旋翻转， 

对应于玻色子与涡旋的相互取代，即粒子（此处指玻色子）-涡旋对偶性（图片来自文献[19]） 

另外，[19]的作者详细阐述了对称性和对偶性的联系：对称性的存在可以为既适用于对偶性又适用

于统计嬗变的系统产生有趣的结果。由于不同表示之间的非局部关系的原因，作用于一组变量的局部对

称性在另一组变量中的作用可以是非比寻常的。例如，在 1D 中，自由 Majorana 链中的平移对称性实现

了 Ising 模型的对偶性，使得模型又嬗变回有自旋的情况下。Seiberg、Senthil、Wang 和 Witten 以及 Karch

和 Tong 等都将这种对称与对偶的对应关系扩展到了 2D 系统。他们还确定了当用玻色子耦合到 Chern-

Simons 场的情况下，能建立与时间反转对称性相关的自由 2D 狄拉克费米子与粒子-涡旋对偶性相关的

联系，见图 6。类似地，微观玻色子的时间反转对称性对应于具有 Chern-Simons 耦合的狄拉克费米子的

粒子-涡旋对偶性。如果把这种对应性也理解为一种广义的对偶性，那么上述图像凸显了对偶性的层级性

质，好比数学概念范畴中的对象如果也是一个范畴，那么新构造出的关于“对象为范畴”的范畴就是 2-

（级）范畴，甚至可以有 n-范畴。类似地，我们可以有 2-对偶（图 6）和更高级的 n-对偶。事实上，也

有很多相互之间有不同关系与联系的对偶性的网（Web of Duality），两个典型的例子分别来自于数学和

凝聚态物理领域，见图 7。 
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文小刚在他的《多体系统的量子场论》一书[20]的 6.3.1 节专门讨论了 U(1)规范理论与 1+2 维（时空）

的 XY 模型之间的对偶性问题：U(1)规范理论中量子化了的电荷就是 XY 模型中量子化了的涡旋，此即

后来被大量研究且仍在被深入研究中的粒子-涡旋对偶性（Particle-vortex Duality）的简单一例。 

进一步的推论是考虑了各自的瞬子及其效应。具体来说是 U(1)规范理论中的瞬子给出了规范玻色子

一个有限大小的能隙并产生 U(1)电荷粒子间的禁闭效应；而在对偶的 XY 模型中，瞬子联系着其激子波

函数的相位𝜃𝜃（低能慢涨落），并由模型中的势能项 cos(𝜃𝜃)所刻画。因此带瞬子的 U(1)规范理论与带势

能项的 XY 模型对偶，这是附加了新物理结构的扩展了的对偶性。 

 

 
（图片来自文献[9]） 

 

 
（图片来自网络） 

图 7  Hopf 代数的对偶网（上图）和凝聚态物理中的对偶网（下图） 

按照以上的逻辑和思路，人们可以拓展和扩张更多的对偶性，例如文小刚在他的书[20]里还专门讨

论了 U(1)规范场与他创立的弦网（String-net）之间的对偶性问题。 

近年来，凝聚态物理中关于运用高阶范畴理论，并结合由高阶群描述的对偶对称性来研究拓扑相变

中的高阶范畴对称性及其对称破缺下的不可逆反常等变得非常活跃。例如在文小刚 2020 的文章[21]中，

针对 n维空间中完全破坏了有限对称性 G的零温度 Landau 对称性破缺跃迁问题（该跃迁的临界点具有
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对称性 G），他们证明了临界点也具有对偶对称性——当 G是阿贝尔群时，由更高阶群来描述的（n−1）

对称性，或者当 G是非阿贝尔群时，则具有更高阶的代数（n−1）对称性。事实上，任何 G对称系统可

以看作是 G 规范理论在一个更高维度上的边界。体 G 规范理论中的规范电荷守恒和规范通量守恒分别

产生了通常的对称性和对偶对称性。所以任何 G 对称系统实际上都有一个更大的对称性，称为范畴对

称，它是对称性和对偶对称性的结合。然而，范畴对称的一部分（也是唯一的一部分）必须是在系统的

任何带隙阶段都是自发破缺的，但存在一个无隙状态，其中范畴对称性不是自发破缺的。这种无能隙状

态对应于对称破缺相变的通常的朗道临界点。即使将对称性的概念扩展到包括更高对称性和代数更高对

称度，上述结果仍然有效。因此，他们断言其研究结果也适用于物质拓扑相变下的临界点。特别地，他

们还证明了从 3+1 维 Z2规范理论到平凡相的转变可以有几个临界点。希格斯粒子凝聚的临界点具有 Z2

的 0-对称性和对偶 Z2的 2-对称性所形成的范畴对称性，而禁闭相变的临界点则具有 Z2的 1-对称性和对

偶下的另一个 Z2的 1-对称性所形成的范畴对称性。 

图 8 是 1+1 维的 Ising 模型的 Z2对称性和对偶的𝑍𝑍2对称性的演示。显然在 H
Is的描述中 Z2对称性是

明确的，而对偶的𝑍𝑍2对称性却在 HDW（DW 是畴壁 domain wall）描述中是明确的。Ising 模型具有双重

的 Z2对称性和𝑍𝑍2对偶对称性。基态通常自发地破缺掉其中一个对称性，除了在 B＝J的临界点处，其中

对称性和对偶对称性（即全 Z2∨𝑍𝑍2范畴对称）不会发生自发破缺。 

 

图 8  相同的 Ising 模型可以用 HIs或 HDW来描述（图片来自文献[21]） 

5. 总结 

总之，对偶性理论在现代数学和物理中扮演着越来越重要的角色，其优势不仅是技术性的，例如把

很难处理的强耦合或者非微扰问题，在对偶性的框架下变成容易处理的弱耦合或者微扰的问题，但更重

要的是，她本身还具有一般的原理性的法则和潜在的理论价值。她不仅是理论之间的简单的变换、补充

或者投影，她更像是一个有整体性结构的有魔力的生命体，能够有充分的发展自由度。我们期待她能有

更好的成长和持久旺盛的生命力，并将在未来成为数学和物理乃至其他更多科学领域中最有影响力且引

人入胜的坚实而又理性的知识与智慧之网。 
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