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专家论丛

组合优化中的量子计算

崔巍、汪皓    华南理工大学自动化科学与工程学院

一、前言

2023 年新春伊始，《流浪地球》凭借其超硬核

的科幻火爆全球，而影片中几乎无所不能的智能

量子机器人 550W（如图 1(a) 所示）也受到了广泛

讨论。与此同时，如图 1(b) 和 1(c) 所示，我国第

一条量子芯片生产线“悟空芯”也在安徽合肥面世。

量子计算一跃而成为千家万户热议的话题。那么

什么是量子计算呢？

所谓量子计算，不过是一种遵循量子力学规

律的新型的计算模式。而量子计算机，也不过是

一类遵循并利用量子力学规律进行数学计算和信

息存储的装置。量子计算可以求解经典计算不

擅长的问题，比如大数分解、智能调度等。虽

然，现实中量子计算仍停留在中等规模含噪量子

（Noisy Intermediate-Scale Quantum, NISQ）时代 [1]，

距离 550W 仍有很长的路要走。但是，量子计算

早已不是一个停留在纸皮上的想法，量子及其各

种衍生算法已经涉足金融、医疗、生物制药等各

个领域。那到底量子计算有多能干呢？本文接下

来将从组合优化问题的视角，介绍量子计算的广

大神通。

二、组合优化——简单而又复杂

组合优化问题是一类离散变量的优化问题，

其目的是从一组离散或不连续的可行解集中寻找

最优解。通俗点说，就是从一大堆的组合中挑选

出一个最优的组合出来。常见的组合优化问题有

旅行商问题、图着色问题、最大割（MAXCUT）

问题、0-1 背包问题等等。大多数组合优化问题

属于 NP 问题，即目前没有多项式时间内的算法

可以精确求解。接下来，我们以最大割问题为例，
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图2   最大割问题

让大家看看组合优化问题到底难在何处。

如图 2(a) 所示，一个图 G=(V , E) 可由顶点集

合 V 和边集合 E 表示，最大割问题探究的是如何

将图 G 的顶点集 V 划分成两个非空互补子集 S 和

T（即满足 S ∩ T=∅ 和 S ∪ T=V），使得子集 S 和

T 之间的边数最大。图 2(b) 是图 G 的任意一个割，

使得两集合 S 和 T 间的边数为 11，而图 2(c) 是图

G 的最大割，使得 S 和 T 间的边数最大。很显然，

对于有 n 个节点的图一共存在 2n-1-1 种割法。由于

牛顿法、梯度下降法这些针对连续优化问题设计

的方法在此处毫无用武之地，若想从这么多可行

解中寻找到最优解，一个很直观的想法是“试”，

也就是枚举法或者隐枚举法。但随着 n 增大，可

行解呈指数增长，枚举法显然并不现实。即使是

使用贪婪算法或者其他算法，也难以在多项式时

间内找到最优解。

不过，如果我们放低要求，寻求该问题的近

似解，难度会降低不少。近似解是组合优化问题

接近于全局最优解的局部最优解。虽然不能得到

最优解，但组合优化问题的近似解已经可以为我

图1   量子计算（图片来源

百度，部分有删改）
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们带来很多利益。无论是生物制药、交通运输、

信息通讯、金融投资，都离不开组合优化问题。

以药物发现为例，一款新药的研发从发现药物分

子到进入临床应用平均需要 13 年的时间，成本高

达 20 亿美元，而量子计算（见图 3）的引入则有

希望缩短时间并降低成本。

三、量子计算——天然的组合优化求解器

量子计算是一种遵循量子力学规律的新型

计算模式。全球最大的信息技术和业务解决方

案 公 司 IBM 称 量 子 计 算 是“a rapidly-emerging 

technology that harnesses the laws of quantum 

mechanics to solve problems too complex for classical 

computers”。换句话说，量子计算在某种程度上是

为了解决经典计算难以有效解决的问题——例如

组合优化问题——而诞生的。

为什么这么说呢？我们首先看看经典计算是

如何近似求解组合优化问题的。以模拟退火算法

为例，如图 4(a) 所示，它是受到固体退火的启发 ：

在温度较高时，固体内粒子处于无序态，系统内

能较大 ；随着温度缓慢降低，系统内能逐渐降低，

粒子趋近有序 ；当温度趋近于常温时，系统内能

降为最低，而粒子也处于基态。如图 4(b) 所示，

优化问题可以看做是在势能面上寻找势能最低点。

在模拟退火中，蒙特卡罗算法被用于搜索近似解：

温度较高时，算法会在不同局部最小值之间跳跃

以搜索全局最小值 ；随着温度降低，近似解逐渐

趋近于最优解。简单来说，模拟退火就像是在模

拟固体退火这个过程，企图通过不断的打乱原有

排列来提升势能，然后再任其自由运动来得到一

个稳定的解，而通过一定的引导，则可以很大概

率上得到一个近似最优解。但模拟退火算法存在

两方面的问题 ：一是求解过程中需要跨越能量势

垒，较高的势垒需要较大的动力去爬升，但同时

意味着更容易错过最小值 ；二是为满足细致平衡

条件，大部分蒙特卡罗算法的搜索迭代需要在单

变量上进行，而这大大限制了算法的并行求解。

跨越能量势垒和并行求解是组合优化求解的两个

难点，而量子计算则恰好在这两个方面被认为优

于经典计算。

图 3   组合优化问题的实际应用

（图片来源于百度，部分有删改）
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图4   经典退火与量子退火（部分图片来自百度，有删改）

一方面，量子计算天生便具有并行性。在经

典计算中，算力随着逻辑比特数量的增长呈线性

增长。但对于量子计算而言，由于叠加态的存在，

其算力随量子比特数量增加呈指数增长。也就是

说，每增加一个量子比特，量子计算机的算力就

增加一倍——这是经典计算望尘莫及的。另一方

面，如图 4(b) 所示，量子力学中的隧穿效应使得

求解过程中，有一定几率“穿”过窄而高的势垒，

从而快速找到最优解。也就是说，模拟退火需要

一遍遍地打乱再任其一遍遍地趋于稳定，而量子

计算只需要打乱一次，便可以同时得到相同甚至

更优的结果，何乐不为呢？

于是，通过引入量子计算的叠加性和隧穿效

应，量子退火（Quantum Annealing, QA）算法 [2] 和

绝热量子计算 [3]（Adiabatic Quantum Computation, 

AQC）被提出用于求解组合优化问题。

1. 量子退火机

量子退火算法是模拟退火算法的一种延伸，

它使用物理中的伊辛模型来描述问题哈密顿量（即

优化目标），而利用横向磁场作为量子涨落项来代

替模拟退火中的热涨落，其总体的哈密顿量形式

如下式 ：

其中，等式右边的第一项是横向磁场，第二

部分是问题哈密顿量，σ x,z 是作用于第 i 个量子比

特的泡利矩阵，Jij 和 hi 分别是耦合系数和偏置项，

A(t) 和 B(t) 分别是只与时间有关的增函数和减函

数。量子绝热定理表明 ：一个量子体系由初值哈

密顿量 Hi 缓慢演化到末值 Hf，也就是从第二项演

化到第一项，若体系开始处于 Hi 的第 n 个本征态，

则演化结束后，体系处于 Hf 的第 n 个本征态。于是，

当横向磁场较强时，即等式右边第一项处于主导

地位时，整个量子系统的基态已知 ；随着横向磁

场减弱，A(t) 逐渐减弱，而 B(t) 逐渐增强，从而第

二项中的问题哈密顿量逐渐占主导地位 ；当横向

磁场趋于 0 时，整个量子系统的基态趋于第二部

分的基态。

实际上，上述等式的第一项对应着一个解已

知的问题，而第二项对应着待求解的组合优化问

题，问题的解则对应着能直接测量得到的基态。

而量子退火的过程中，就是从第一项向第二项转

移的一个动态平衡的过程。在这个转移的过程中，

系统从第一项逐渐向第二项过渡，而其表示的问

题也从一个已知解的问题向待求解的组合优化问

题过渡，相应地，我们测量的结果也就从已知问

题的解逐渐向待求解组合优化问题的解过渡。如

图 4(c) 所示，基于量子退火算法，D-Wave 公司实

现了商用量子退火机，在工业生产等各个领域已

发挥了不小的作用 [4]。
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图5   经典计算与通用量子计算（图片来自百度，有删改）

2. 通用量子计算

量子退火机是一种专用量子计算机，只能用

于求解组合优化问题。至于求解其他问题和部署

其他算法，则需要以量子逻辑门电路为基础的通

用量子计算机。如图 5(a) 所示，量子逻辑门类似

于经典可逆逻辑门。如果说，经典门直接操纵比

特来进行计算，那么量子门操作的则是量子态。

量子系统可以认为是希尔伯特空间中的一类线性

系统，其演化满足薛定谔方程。因此，一个如图

5(c) 所示的由量子门构成的量子电路，就是一个在

酉矩阵操作下的线性系统，也是一个绝热量子系

统。于是，量子电路也可以被用于求解组合优化

问题。

量子近似优化算法 [5]（Quantum Approximate 

Optimization Algorithm, QAOA），是一种在通用量

子计算框架下考虑最大割问题的算法。它首先将

最大割问题编码成问题哈密顿量，然后不断利用

酉矩阵对某个初态 |s⟩ 进行操作。根据量子绝热定

理，当操作完成时，对整个系统进行测量即可得

到最大割问题的解。这里所说的初态 |s⟩，也正扮

演着量子退火算法中横向磁场基态的作用。唯一

不同的是，最大割问题实际上是求伊辛能量的最

大值，故而初态 |s⟩ 并非横向磁场的基态，而是

对应能量最高的本征态。

更进一步，如图 5(b)(d) 所示，利用变分量子

计算，量子线路可实现简单的神经网络，从而可

以通过实现量子玻尔兹曼机等完成对组合优化问

题的求解 [6, 7]。

然而，无论是量子退火还是通用量子计算，

都面临着技术和实现上的难题。NISQ 时代下，

通用量子计算仍然只是个设想，目前的量子比特

很难长时间稳定存在 ；量子退火机的实现需要依

赖于超导体，而目前超导的实现仍需极端的温度

环境。虽然量子计算让大家看到了快速求解组合

优化问题的希望，但这些技术和实现上的难题却

也让量子求解算法的应用受到了很大限制。那么，

能否在维持量子计算优势的同时，又可以避免这

些实现上的难题呢？或者说，能否结合量子计算

和经典计算的优势，在其中做一个“中庸”的选

择呢？
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图6   相干伊辛机的工作原理[8]

四、量子启发式计算——“中庸”

之道

1、伊辛机

借助叠加态和隧穿效应，量子退火

机在组合优化问题的求解中取得了很大

的成功，但超导体的实现以及拓扑结构

限制了量子退火的应用。一种“中庸”

的想法是以伊辛机代替超导的实现。

相 干 伊 辛 机 [8]（Coherent Ising 

Machine, CIM） 的 核 心 是 简 并 光 参 量

振 荡 器（Degenerate Optical Parametric 

Oscillator, DOPO）。如图 6 所示，DOPO

可以将一个频率为 ω 的输入激光通过二

阶非线性光学相互作用转换成两个频率

为 ω/2 的偏振方向相同的输出光。当输

入光较弱时，两束输出光处于“真空压

缩态”，其相位难以辨别 ；但当输入光强

于某个阈值时，输出光发生量子相变并

处于“相干态”，光的相位分为两个状态。

简单来说，我们先把一束光分成两份相

同的光，然后这两束光可以用来表示组

合优化问题里的 0 和 1 两个状态。而不

同振荡器的光耦合在一起便可以通过一

定条件转化并表达出我们需要求解的组

合优化问题。于是，我们可以将组合优

化问题中的伊辛问题部署到振荡器上，

当整个系统稳定下来后，通过测量振荡

器的光的相位，便得到了问题的解。不过，

CIM 的难点在于精确控制大量光延迟线

以产生光的耦合，因此当其规模变大时，

所需光纤的长度也在增加。

量子世界中的另一种分岔现象——

量子分叉（Quantum Bifurcation），也被用

图7   LC振荡电路网格[11]

于求解伊辛问题。类似于相干伊辛机中的简并光参量振荡

器，Kerr 非线性参量振荡器可以发生量子分叉 [9]。受该现

象启发提出的模拟分叉机 [10]（Simulated Bifurcation Machine, 

SBM），可部署于任意传统硬件设备，且在性能上可与 CIM

媲美。虽然方法变了，但实际上还是利用分叉来表示组合

优化问题中 0 和 1 两个不同的状态，也还是通过将组合优

化问题转化为系统的耦合振荡来间接求解。

SBM 的出现，使得求解组合优化问题的赛道从量子

设备又转回到经典硬件。但 SBM 并非毫无缺陷。实际上，
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CIM 所利用的是光的注入锁定（Injection Locking）。

而这一现象在很多非线性振荡器中都存在，即使

是在最简单的 LC 振荡电路网络中（如图 7 所示）。

而实验表明，这些非线性系统均可被用于求解伊

辛问题，只需要找到一个合适的转化条件 ：即将

系统和组合优化问题通过一个李雅普诺夫函数相

连即可。但大多数伊辛机，都需要对系统状态变

量的幅值进行精确控制，而这正是伊辛机的难点

之一 [12]。

2. 量子启发式退火机

实际上，在经典赛道上还有另一类“中庸”

算法。这类算法来源于模拟退火，但同时受到量

子退火的启发，从而形成了真正意义上的量子启

发式退火机。量子退火算法有两大优势 ：一是叠

加态带来的并行性，二是量子随机涨落带来的全

局收敛性。量子启发式退火机正是从这两个角度，

对模拟退火算法进行改进。

一方面，传统的模拟退火算法利用蒙特卡罗

算法采样（如 Gibbs 采样）来搜索求解。为了满

足细致平衡条件，采样每次只能对单变量或是相

互独立的变量进行。伊辛模型复杂的耦合关系使

得模拟退火难以并行化求解。为了实现并行采样，

一个简单的想法是对伊辛模型进行解耦 [13]。比如

图 8 所示的一个 5 个变量的伊辛问题，我们首先

将图 8(c) 中的伊辛模型视为一个如图 8 (a) 所示的

图，然后通过节点复制来降低图中节点的连接度，

得到图 8 (e)，其实际上对应了图 8(g) 所示的模型。

图 8(e) 中相邻节点不同时更新，而不相邻节点则

可以并行更新，从而只需要较少周期就可以完成

对所有维度的 Gibbs 采样，加速基态的搜索。从

图 8(d) (h) 中可以看到，原问题的解和转化后的问

图8   经典逻辑电路模拟求解伊辛问题[14]
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题的解，也就是两幅图中能量最低点（图中最高点）

对应的点是相同的。

另一方面，传统的模拟退火中不存在隧穿效

应，但可以通过对比特的随机翻转来模拟这一

过程。例如，可以利用现场可编程门阵列（Field 

Programmable Gate Array, FPGA）中的随机数生成

器实现概率比特 [14]，以一定概率翻转比特，以达

到隧穿的效果。或者利用动态偏移 [15]，当系统陷

入局部最小值时，在不违背 MCMC 采样平衡条件

的前提下增加系统能量以逃离局部最小值。

五、结束语

量子计算是一种新型的计算模式，但它同遗

传算法、蚁群算法一样，不过是人们对自然的改

造与利用。当然，人们对于量子计算的了解还远

远不够——无论是量子退火机还是通用量子计算，

亦或是伊辛机、量子启发式退火，都仍然面临着

不少挑战和机遇。

在量子赛道中，如 550W 那般智能且通用的量

子计算机，对处于 NISQ 时代的我们而言，令人神

往却又遥不可及。也许百年之后，我们仍不能拥

有可靠的量子计算机 ；也许十年之内，我们便可

以实现大规模容错量子计算。在经典赛道中，经

典计算机毕竟不是量子计算机，并行和隧穿的模

拟也许是神来之笔，也许只能是东施效颦。

但这并不影响人们深入研究的热情。面对科

技的历史，我们可以感叹人类的智慧 ；面向科技

的未来，我们却很难做出预言。但只有怀着对星

空的想象和憧憬，才能脚踏实地，在星空的指引

下走出我们的历史。
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