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1 引言 

大自然是人类最好的老师，人们总是能从许多的自然现象中获得灵感和启发。如图 1 所示，鱼群随

着季节的变化迁徙时，它们能在迁徙过程中有规律地避开途中的障碍物；雁群在南飞的过程中，能够保

持飞行高度和速度的一致，并且还能形成整齐的队列；蚂蚁在搬运粮食的过程中能和同类进行协作分工，

高效地完成目标，10 多只团结一致的蚂蚁，能够搬走超过它们自身体重 5000 倍的食物。很早以前人们就

观察到自然界中的鱼群、鸟群、蚁群等通过简单的局部交流及合作来觅食和抵御侵略，进而产生比单个

个体的行为更为有效和复杂的群体行为，并且能够实现单个个体所不能实现的目标。受到这些自然现象

的启发，越来越多的学者们开始投入到群体行为的研究中，并试图将群体行为背后的思想应用于民用和

国防领域中那些无法用单个个体解决的实际问题，例如：森林火灾控制、机器人搜救、传感器定位、区

域的监控与侦查、水下探测、宇宙探索等。近三十年来，随着现代科学技术的深入发展，科技界涌现出

很多关于群体行为的建模和仿真研究，进而推动了多智能体系统的研究与发展，吸引了越来越多来自生

物、物理、计算机、工程、社会科学等众多学科研究人员的关注。 
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图 1 自然界中的群体行为（图片源自百度） 

多智能体系统通常是指由一群具有相互作用、相互影响的个体组成，且每个个体具有一定的感知、

计算、通信、机动、决策和执行能力。这些个体可以是人、机器人、计算机程序、飞行器、生命组织和

经济实体等。近年来，由于计算、通信、传感器、微电子等技术的快速发展，使用由机器人、飞行器、

水下车辆、移动机械臂、自动引导小车（AGV）、服务器等构成的多智能体系统（如图 2 所示）来解决

复杂的大规模实际问题变得可行，从而促使多智能体系统的分析、控制与优化成为当前热门的研究领域。

在多智能体系统中，每个个体通过传感器或通信模块来获取自己邻居的信息，然后基于这些局部信息来

决策自己的行为。相比传统的控制系统，多智能体控制系统没有类似中央处理器的部件来负责采集所有

个体的信息并进行集中的计算、分析和综合，它能有效地应对由网络规模的扩展给海量信息的传输、通

信、存储、计算带来的巨大挑战，同时还具有以下几个显著的优点：（1）高效性，多智能体系统的任务

往往可以分解为多个子任务，而这些子任务可由系统中的个体（子系统）分别来完成，这样的分解方式

提高了任务完成的速度进而提高任务求解的效率；（2）鲁棒性，传统的控制系统中，如果某一子系统不

能正常工作，可能会导致整个系统崩溃而不能完成整体任务，但在多智能体系统中，由于任务被分解为

多个子任务，所以即使某一子系统不能工作，整体任务仍有可能完成，或即使不能完成，其损坏造成的

影响也不至于太大；（3）可移植性，多智能体系统中的个体往往具有模块化功能，具有自主的计算、执

行和决策等能力，这使其具有很灵活的可移植性。 

 
(a)                                          (b) 
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(c)                                   (d) 

图 2 多智能体系统：(a) 机器人足球；(b) 无人机编队；(c) 机器臂协同制造；(d) AGV 智能分拣 

（图片源自百度） 

优化与博弈是运筹学与控制论理论研究中的核心问题之一，同时还在包括系统科学、人工智能、生

物学、生态学、压缩感知、生产制造、无线通信等很多领域有着广泛的应用。但是随着现代科学技术的

深入发展，在生物、物理、社会和工程等众多学科中出现了许多传统的集中式优化算法无法解决的新问

题，这些问题的数据规模庞大，集中式算法因受限于单机的计算瓶颈而难以应对。另外，通信和微电子

技术的迅猛发展，极大地增加了传感器、处理器及各种执行器件的传输、存储、通信和计算能力，进一

步拓展了各类分布式算法的应用范围，促使分布式优化理论研究不断取得新的成果。尤其是随着多智能

体系统理论和协调控制技术的发展，许多分布式优化算法可以通过借助多智能体网络的方式来实现。随

着信息融合物理系统、智能电网、移动机器人网络等一些大规模复杂网络的兴起与发展，给海量信息的

传输、通信、存储、计算带来巨大的挑战。对于处理大规模复杂系统的优化问题，分布式方法比传统集

中式方法更为灵活，操作起来也更为方便，这使得分布式优化的研究得到了迅速发展，并逐渐渗透到科

学研究、工程应用和社会生活的各个方面，被广泛应用于无线通信、智能电网、传感器网络、智能制造、

智能楼宇、社会网络、车联网等实际应用领域。例如，在无线通信的小基站网络能效优化问题中，小基

站需通过合作来有效配置信道资源、制定功率分配策略及选择合理的移动中继，并且在保证终端用户通

信质量的前提下最大化通信网络的数据传输速率。在电力网络的经济调度问题中，母线节点需要合作决

定各个节点的有功发电，在安全性约束得到满足的条件下以最低成本实现功率负载平衡。在传感器网络

中，个体需通过局部量测数据和局部状态信息交互合作、实现对未知参数的估计或对未知目标的定位。

在覆盖问题中，各监控设备需通过合作优化某任务指标以决策其空间分布，从而实现对区域环境的监测

覆盖。 

分布式优化理论和应用研究已经成为当代系统控制、运筹决策和网络科学的重要发展方向之一，在

算法设计过程中它有效地结合了这三个不同研究领域的关键技术特征，属于多学科的交叉研究方向，其

相关理论的研究必将促使这三个领域的相互交融和交叉发展，具有非常重要的理论和现实意义。在分布

式优化理论研究过程中，优化算法的提出、收敛性的证明、复杂性（包括分析复杂性和算术复杂性）的

分析是其中几个关键性的研究问题。近年来，关于分布式优化的研究发展非常迅速，并取得了一系列显
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著成果，感兴趣的读者可参阅综述类文献[1-6]。现有的分布式优化算法大体可以从以下几个不同的视角

进行分类：（i）从优化问题本身的受限条件而言，可以分为分布式无约束优化和分布式约束优化两大类；

（ii）从优化算法更新执行的方式，可以分为离散时间和连续时间分布式优化算法两大类；（iii）从优化

算法执行载体（多智能体系统）的自身动力学特性，可以分为一阶和高阶多智能体系统的分布式优化算

法两类；（iv）根据优化问题发生环境的不同（代价函数是否动态变化），可以分为离线和在线分布式优

化算法两大类。当然除此之外分布式优化算法还有其他的一些分类标准，比如确定性和随机分布式优化

算法，光滑和非光滑优化算法，原始域算法、对偶域算法和原始-对偶算法，等等。 

在本文中我们主要集中讨论，分布式优化的三类重要问题：1）无约束分布式优化；2）分布式约束

优化；3）高阶多智能体系统的分布式优化。分布式优化所涉及的研究领域较广，文中我们将结合实际应

用中的实例针对上述的三类优化问题的模型及算法进行简要介绍，希望抛砖引玉、引起读者对分布式优

化的研究兴趣。 

2 无约束分布式优化 

    作为优化理论中最基本的问题，无约束优化是分布式优化研究的出发点， 早在 20 世纪 80 年代

就由美国工程院院士 John N. Tsitsiklis 提出，但直到最近十多年才得到蓬勃的发展和广泛的关注。尤其是

随着网络科学和网络工程技术研究的兴起，无约束分布式优化在图像重构中的原像恢复、机器学习中的

分布式参数估计和传感器网络中的目标定位等实际问题中有大量的应用。除此之外，无约束分布式优化

问题还可以涵盖一些带约束的网络优化决策问题，比如通过惩罚函数法将一些带约束的分布式优化问题

转化为无约束优化的形式来求解。 

下面我们先通过机器学习中的一个支持向量机（SVM）的实例来简单介绍一下无约束分布式优化的

主要思想以及模型。 

例 1 考虑一个包含两种不同类型样本点的数据集合𝐷𝐷𝐷𝐷 = {𝑧𝑧𝑧𝑧𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑦𝑦𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗}𝑗𝑗𝑗𝑗=1𝑁𝑁𝑁𝑁 ，其中𝑧𝑧𝑧𝑧j是𝑑𝑑𝑑𝑑维的量测向量，它对

应着第𝑗𝑗𝑗𝑗个样本的属性集，𝑦𝑦𝑦𝑦j ∈ {1,−1}表示第𝑗𝑗𝑗𝑗个样本的类标号，如图 3（a）所示。假设数据集𝐷𝐷𝐷𝐷完全可分，

那么一定能够找到一个能将这两类数据严格区分开来的超平面，并且这类超平面可能存在无穷多个，如

图 3（b）所示。若存在多个满足要求的超平面，那么到底哪一个超平面是最优的，尤其是当我们考虑所

选择的超平面对于泛化误差的影响时？由结构风险最小化理论可知，具有最大化边缘的分离超平面可以

确保最坏情况下的泛化误差最小，于是可以将上述的分类问题转化为最大边缘分类器求解问题。 
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（a）                                （b）  

图 3 最大边缘分类器 

在此基础上，我们进一步考虑一个更为庞大的数据集，假设它的样本点数据分布于m个不同的数据

中心，每个中心i可获取的局部量测数据集合记为 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖， 那么整个数据集的最大边缘分类器问题可表示为

如下的优化问题： 

   min
𝑥𝑥𝑥𝑥∈ℝ𝑑𝑑𝑑𝑑

∑ 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥),   𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝛼𝛼𝛼𝛼
2𝑚𝑚𝑚𝑚
‖𝑥𝑥𝑥𝑥‖2 + ∑ max{0,1 − yj〈𝑥𝑥𝑥𝑥, zj〉}𝑗𝑗𝑗𝑗∈𝐷𝐷𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑖𝑖𝑖𝑖=1                    （1） 

其中𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)表示第𝑖𝑖𝑖𝑖个数据中心的局部目标函数，它的第一项是对待求参数𝑥𝑥𝑥𝑥的规则化项且包含了决策者的

偏好权重，第二项则刻画了参数𝑥𝑥𝑥𝑥与数据集合𝐷𝐷𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖的拟合程度。𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) 不能被全局共享或者被其他数据中心

所知，这是因为每个局部目标函数里面包含了所有的局部量测数据及其偏好，分享目标函数意味着要共

享所有的局部量测数据集𝐷𝐷𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖，当𝐷𝐷𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖非常庞大时，这将会给整个网络的通信和存储带来难以承受的代价和

挑战，同时也会使得包含个体偏好和敏感信息的隐私数据得不到保护，且可能由于敏感信息的泄露而遭

受网络安全攻击。因此，我们需要设计分布式策略来求解问题（1）。 

上述 SVM 问题可以看做是一个简单特殊的无约束分布式优化问题。下面我们给出一般形式的无约束

分布式优化问题的模型，即 

                                 min
𝑥𝑥𝑥𝑥∈ℝ𝑑𝑑𝑑𝑑

∑ 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥),   𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑖𝑖𝑖𝑖=1                                       （2） 

其中全局的决策变量为𝑥𝑥𝑥𝑥，每个个体i具有与全局决策变量𝑥𝑥𝑥𝑥相关的局部代价函数𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖，𝑓𝑓𝑓𝑓为整个网络的代价函

数，它是所有个体代价函数𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖的和。不同于集中式优化，个体𝑖𝑖𝑖𝑖的代价函数𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖只能被个体𝑖𝑖𝑖𝑖观测到，不能被

全局共享或者被其他个体所知，即个体𝑖𝑖𝑖𝑖只可获取自身局部代价函数𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖在给定状态下的函数值、(次) 梯度

值或 Hesse 矩阵等信息，而无法直接获取与其他个体的局部代价函数相关的任何信息。因此分布式优化

目的是通过设计分布式算法使得个体之间仅利用局部的通信来协作找到问题（2）的全局最优解。 

在无约束分布式优化问题中，一个典型且基础的问题是分布式凸交计算。分布式凸交计算问题的具

体描述是：考虑一个由𝑛𝑛𝑛𝑛个个体组成的网络，每个个体𝑖𝑖𝑖𝑖仅能获取凸集合𝑋𝑋𝑋𝑋𝑖𝑖𝑖𝑖的信息，而不知道对应于其它

个体的集合𝑋𝑋𝑋𝑋𝑗𝑗𝑗𝑗， 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ 𝑖𝑖𝑖𝑖。此网络的目的是通过个体之间的相互合作找到非空交集中的一个点。下面我们通

过一个无线传感器网络合作源点定位的实例来刻画分布式凸交计算的主要思想。 



 2023 No.1      All About Systems and Control 45

 

例 2 考虑一个由𝑛𝑛𝑛𝑛个位置已知的传感器（节点）来合作完成对某一监测区域内的一个位置未知源点

的定位。由于信号在传播过程中随距离而衰减，每个传感器可以根据接收功率来计算传播损耗，进而估

计源点位置。实际测量中，由于量测噪声的存在，使得由局部量测所获得的源信号信息并结合功率传播

损耗模型而推导出的源点位置与真实的位置存在一定的误差。假设对每个传感器𝑖𝑖𝑖𝑖而言，它可以计算得

到一个对源点位置的局部估计圆盘区域 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑖𝑖𝑖𝑖，但它不能获知其他传感器的估计区域 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑗𝑗𝑗𝑗， 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ 𝑖𝑖𝑖𝑖，如图 4 所

示。在此假设下，原来的定位问题可以转换为一系列圆盘交集的计算问题，那么求解所得到的非空交集

中的点就可以作为对源点位置的估计。 

 
图 4：无线传感器网络合作源点定位 

 
针对分布式凸交计算问题，现已取得比较丰富的研究成果[1]。比较常用的分布式算法包括基于投影算

子和一致性算法的分布式投影同步算法，精确投射得不到情形下的近似投影同步算法，以及基于随机休

眠的投影算法等。除此之外，实现分布式凸交计算过程的智能体还可以具有复杂的物理动态模型，关于

这部分内容我们将在第 4 节详述。 

对于一般的无约束分布式优化问题（2），涌现出很多不同形式的分布式算法和研究成果[2,4]。相对而

言较为经典的求解方法包括分布式次梯度算法、辅助约束法、分布式对偶平均算法、分布式 ADMM 算

法、增广 Lagrange 算法以及惩罚函数法等。次梯度算法最早是由 Nedic 和 Ozdaglar 在 2009 年的文献[7]中

提出，由于其算法形式简单容易执行，受到很多研究者的关注，并在此基础上衍生和发展出很多性能更

好的变形算法，比如增量次梯度算法、分布式快速梯度算法、Push-Sum 算法等。辅助约束法是将一些“显

然”的知识（最优性条件）加到算法中来提高算法的效率，研究该类问题的文献资料相对比较新。其中

一类是加入图（同步）的条件，即从 Laplace 矩阵角度，引入同步约束条件𝐿𝐿𝐿𝐿𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0，然后再利用原始-对偶

的思想对约束优化问题进行求解。 这类加入有关图信息约束的算法在分布式优化研究中还是有一定的局

限性，因为它不能直接处理切换图的情况。另一类利用了最优点的零梯度和性质，对于无约束问题而言，
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其最优解满足零梯度和性质。将零梯度和条件作为约束引入到问题中，并且在算法迭代中一直保持该约

束条件成立， 即将算法的更新限制在零梯度和构成的流形上，该算法称为 gossip 算法。其算法的大体思

想是在第 k 步迭代时任选一对个体(𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝑗𝑗𝑗𝑗)进行通信，在保持梯度和为零的性质不变条件下更新各自的状态， 

而对于其他没被选中的个体其状态保持不变。 

总的来说，次梯度方法相比其他优化方法的优势在于其算法形式简单且对于代价函数的要求低 （一

般只须满足凸性即可），对于一般的凸优化问题都适用，其不足在于对步长渐进收敛到 0 的要求导致了

收敛速度慢的弊端。而对于一般的非传统梯度方法，其出发点大都是从提高算法收敛速度的角度，但往

往可能会伴随着算法形式的复杂化、维数的增加，代价函数光滑性的高要求，或者要提前已知个体间通

信拓扑图的一些信息，这就使得非传统梯度方法具有一定的局限性，它们所适用的优化问题较次梯度方

法更为特定一些。如 ADMM 算法的维数会随着网络边的增加而增加，由此导致在解决大规模非稀疏的网

络优化问题时，对计算机的存储能力要求加大。 

3 分布式约束优化 

在实际应用中，很多优化问题决策变量的取值会受到一定的限制和约束，其约束形式主要包括受限

集、等式约束和不等式约束三类。 同样，在解决分布式优化问题时，我们也会碰到类似的约束问题，其

中约束条件可以是全局共享也可以是局部已知，这取决于所求的具体问题。 

针对一般的带受限集合的分布式约束优化问题，Nedic 等研究者在分布式次梯度算法的基础上增加

了到局部约束集合上的投影操作，提出了一种分布式次梯度投影算法。在此基础上，后续一些研究者陆

续提出了一些改进的弱通信拓扑条件下的分布式次梯度投影算法。 尽管次梯度投影算法能够解决带受限

集合的分布式约束优化问题，但是面对复杂的约束集合，计算集合外一点到集合的投影点需要进行复杂

的运算，这将大大影响算法的效率，并增加计算的开销，从而降低算法的实用性。因此，针对不同的特

定约束形式，研究者们提出了特定的技术处理方法[5]。比如，针对包含全局不等式约束的优化问题，研究

者提出了基于一致性的分布式原始对偶方法；针对局部不等式约束，有学者采用近似投影的方法来降低

精确投影计算的开销，也有学者通过惩罚函数法将原来的约束优化问题转化为无约束的问题来求解，还

有一些改进型分布式原始对偶算法。 

下面我们通过一个智能电网中的最优负荷分配问题简要介绍一下分布式约束优化在电力系统中的具

体应用。 

例 3  考虑一个电力传输网络 𝐺𝐺𝐺𝐺 =  (𝑁𝑁𝑁𝑁,𝐸𝐸𝐸𝐸)，如图 5 所示，其中 𝑁𝑁𝑁𝑁 =  {1,⋯ , n}代表母线集合，而 𝐸𝐸𝐸𝐸 =

{1,⋯ ,𝑚𝑚𝑚𝑚} 代表传输线集合。若母线 𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝑘𝑘𝑘𝑘 ∈  𝑁𝑁𝑁𝑁 通过传输线𝑙𝑙𝑙𝑙 ∈  𝐸𝐸𝐸𝐸连接，那么两者可传输有功功率。母线𝑖𝑖𝑖𝑖的

局部有功负荷，局部有功出力及与局部出力相关的成本函数分别记为 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑，𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑔𝑔𝑔𝑔  和 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑔𝑔𝑔𝑔)，并且有功出力

约束为 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑔𝑔𝑔𝑔 ≤ βi。 传输线𝑙𝑙𝑙𝑙的潮流 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑙𝑙𝑙𝑙  的传输约束为 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑙𝑙𝑙𝑙 ≤ 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑙𝑙𝑙𝑙 ≤ 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑙𝑙𝑙𝑙。最优负荷分配问题，即在有功出力

约束和潮流传输约束的限制下，合作分配各个母线的局部有功出力及传输线上的潮流以极小化的成本满

足所有母线负荷需求，其数学描述如下： 
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其中𝑃𝑃𝑃𝑃𝑔𝑔𝑔𝑔 = (𝑃𝑃𝑃𝑃1
𝑔𝑔𝑔𝑔 , . . . ,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑔𝑔𝑔𝑔)𝑇𝑇𝑇𝑇为有功出力组合，𝑃𝑃𝑃𝑃𝑑𝑑𝑑𝑑 = (𝑃𝑃𝑃𝑃1𝑑𝑑𝑑𝑑 , . . . ,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛𝑑𝑑𝑑𝑑)𝑇𝑇𝑇𝑇为负荷向量， 𝑣𝑣𝑣𝑣 = (𝑣𝑣𝑣𝑣1, . . . , 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑚𝑚𝑚𝑚)𝑇𝑇𝑇𝑇为传输线功

率潮流，𝐷𝐷𝐷𝐷为图𝐺𝐺𝐺𝐺的关联矩阵。注意在此问题中，母线𝑖𝑖𝑖𝑖可以获取其自身的局部成本𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑔𝑔𝑔𝑔)，局部出力约

束 {𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖 , βi} 以及与其相连的传输线的传输约束{𝛾𝛾𝛾𝛾𝑙𝑙𝑙𝑙 , 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑙𝑙𝑙𝑙}，所以需要分布式的方式来求解。 

 
图 5：电力系统的最优负荷分配（图片源自百度） 

 
虽说目前关于分布式约束优化的研究已经取得某些突破与成果，但是总体上还处于发展阶段，其理

论研究往往局限于约束集和目标函数的凸性假设。在实际应用中，尤其是大规模的资源分配和调度问题

通常都是非凸的。此外，在人脸识别、图像分类和生物信息学中的基因检测等领域中，当处理高维度的

数据和模型时，为了防止优化问题的病态特征出现，往往需要施加一些非凸的结构化约束来预防。一般

而言，非凸优化问题会存在多个局部最优解，这个特性使得非凸优化问题比凸优化问题更难解决。 

下面我们通过一个小蜂窝网络的功率谱分配问题来简要介绍一下非凸分布式约束优化在无线通信网

络中的具体应用[8]。 

例 4  如图 6 所示，考虑在一个宏基站（MBS）覆盖范围内布置 𝐾𝐾𝐾𝐾个小基站（SBSs），每个小基站 

𝑘𝑘𝑘𝑘 服务于𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘 个用户（SUEs），在每个小基站𝑘𝑘𝑘𝑘覆盖范围内有𝑊𝑊𝑊𝑊𝑘𝑘𝑘𝑘个 Wi-Fi 接入点，小基站与这些 Wi-Fi 接

入点可以共享非授权信道，为了避免强同信道干扰，不同的 Wi-Fi 接入点使用不同的非授权信道。同时

为了提高授权频段的谱效，假设小基站也可以复用宏基站的上行信道服务用户的下行传输，授权频段由

𝑁𝑁𝑁𝑁个带宽相同的子信道构成。 在保证小基站与 Wi-Fi 系统的和谐共存（不能因为小基站用户共享 Wi-Fi

接入点的非授权频谱资源而使原来 Wi-Fi 用户的 QoS 下降），同时由于复用宏基站授权频谱而给宏基
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站带来的干扰不影响原有主用户的 QoS 的情况下，授权信道和非授权信道上总谱效的最大化问题可建模

为分布式约束优化问题，感兴趣的读者可参阅文献[8]。  

 

图 6 小基站网络的功率谱分配 

 
上述优化问题是非凸的，目标函数和部分约束都是非凸的，给问题的分布式求解带来一定的难度。

比较常用的处理这类问题的方式是采用凸松弛或者凸近似的技术手段，将原非凸优化问题转化为或近似

为凸优化问题来求解以避开非凸带来的问题求解难度，由此使得如何选择一种有效的凸松弛或凸近似方

法变得尤其重要。除了上述提到的两种方法外，另一种比较常用的处理非凸问题的技术手段是采用智能

优化算法来分布式求解。总的来说分布式带约束优化的研究仍处于发展阶段，还有很多的问题亟需解决

和深入研究。 

4 高阶系统的分布式优化 

近年来，连续时间的分布式优化算法在控制领域引起越来越多的关注，尤其是随着信息物理融合系

统的快速发展，如何能让优化计算、网络通信和系统控制三个不同研究领域有效地相互融合及交叉发展，

具有非常重要的理论和现实意义。因为，在实际应用中，只满足被控对象的稳定性是不够的，如何能达

到最经济、最高效的控制策略逐渐成为人们的关注焦点，尤其是如何能让实体的物理系统在稳定运行的

同时还能实现预定的优化指标。本小节主要介绍高阶连续时间系统的分布式优化，即实现分布式优化过

程的智能体具有高阶复杂的线性或非线性的物理动态模型。此类问题的研究目标是对系统中的每个个体

设计分布式控制算法，使得每个个体仅在局部通信条件下就能实现在保证自身系统稳定运行的同时，还

能使得所有个体的输出都能收敛到无约束分布式优化问题或分布式约束优化问题的最优解。 

下面我们通过一个多机器人系统合作定位与跟踪的实例来刻画分布式优化在移动多机器人系统中的

应用[9]。 
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例 5 考虑一个由 𝑛𝑛𝑛𝑛个机器人构成的移动多机器人网络来合作完成对某一监测区域内的一个位置未知

源点的定位与跟踪。每个机器人的动力学可由如下的 Eular-Lagrange 方程表示： 

( ) ( , ) ( )i i i i i i i i i iM q q C q q q G q τ+ + =  
 

其中 ,i iq q 分别表示系统的状态和速度变量， ( )i iM q 和 ( , )i i iC q q 分别为系统的参数矩阵和参数向量，

( )i iG q 是引力向量， iτ 是控制力矩。对每个机器人配置一些具有一定感知、计算、存储和通信能力的传

感器装置，它们可用来探测源点发出的信号并与一定范围内的邻居机器人通信。每个机器人可以根据自

身所得的局部信息、通过执行一定的局部计算来协作完成对未知源点的位置估计。在实际的应用中，由

于外界环境因素及各种不确定性因素的影响导致量测误差的存在，从而使得由局部量测所获得的源信号

信息结合理想环境中的信号衰减模型而推导出的源点位置与真实的位置存在一定的误差。假设对每个机

器人𝑖𝑖𝑖𝑖而言，它可以得到一个对源点位置的局部估计区域 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑖𝑖𝑖𝑖，但它不能获知其他机器人的估计区域 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑗𝑗𝑗𝑗，

 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≠ 𝑖𝑖𝑖𝑖，如图 7 所示。记第𝑖𝑖𝑖𝑖个机器人对源点位置估计的误差函数𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖)为该估计值到其估计区域 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑖𝑖𝑖𝑖 的距

离，那么整个网络的目的就是通过机器人之间的局部相互合作，使得系统在总的误差函数最小的情况下

所有的个体同步到最优点𝑞𝑞𝑞𝑞∗ = arg min
𝑞𝑞𝑞𝑞
∑ 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑞𝑞𝑞𝑞)𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 ，并将此点作为对未知源点的位置估计，即合作寻找到

这一系列估计区域距离求和最近的点。 

关于高阶系统的分布式优化问题，现有的研究成果大多是基于 Lyapunov 稳定性的相关控制理论知识

设计最优的分布式控制算法并进行理论的收敛性分析。但是针对受限的约束优化问题，亟待发展新的理

论和工具来研究设计高阶的分布式优化算法。 

 
图 7 多机器人合作定位与跟踪 
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5 总结与展望 

本文主要通过介绍分布式优化在不同研究领域的应用实例，阐述了三类典型的分布式优化模型。从

上述的几个例子我们可以发现，在分布式优化问题中个体的局部目标函数、局部约束集合或局部敏感数

据不能被其他个体所共享，但是问题中又可能会存在耦合的决策变量或全局耦合的约束，所以个体必须

通过合作才能获取优化问题的最优解。因此，分布式优化的基本思想可概括为在一个大规模的复杂网络

中，每个个体只知道优化问题的部分信息（包括代价函数、性能指标和资源约束等），利用个体间的局

部相互合作来完成网络整体的优化目标。 

分布式优化可用来解决许多集中式优化难以处理的大规模复杂的优化问题，继承了分布式算法所特

有的高效性、鲁棒性和可移植性等优点，同时它还具备以下的特点和优势：（1）信令开销小， 在分布

式优化中，个体的局部数据（目标函数、约束函数、约束集合）无须传送至中心节点或共享给其他个体，

个体只须与其邻居个体进行局部的信息交流，而无须全局一对一通信，这样可以极大程度降低网络的通

信成本。（2）安全性强，个体可根据自身局部的数据信息（量测、先验信息、偏好、动力学和物理约束

等）自主地决定局部目标函数、局部约束函数及局部通信的信息，使得个体具有了一定的自主性且隐私

得到了保护。 

经过近十几年的发展，分布式优化的研究已经取得了丰硕的成果，但是目前大多数的研究结果主要

侧重于理论分析。 分布式优化在诸如智能电网中的经济调度、资源分配、最优潮流问题，无线传感器的

定位，信息物理融合系统的优化控制，通信网络中的频谱资源分配、基站选址问题，分布式机器学习等

应用领域中还存有广阔的应用前景。 如何将分布式优化的理论研究与工程应用紧密结合，是一个值得继

续深入研究和探索的方向。 
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