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FFT：跨越百年的传奇 
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快速傅里叶变换（Fast Fourier Transform，FFT）是离散傅里叶变换的一种快速算法。在 20 世纪六十

年代刚刚被提出的时候，FFT 以其优越的表现一度成为算法界的弄潮儿。然而，FFT 面世之前的一段历

史却鲜为人知。  

一、十七世纪之前的发展 

1807 年，面对法国科学院，振振有辞的拉格朗日想不到他所反对的工作将会成为现代信息学科的基

石，更想不到一个更有名的年轻人，早已悄无声息地迈出了卓越的一步。 

自古以来，发明权以及随之而来的冠名权之争，随着时代发展一遍又一遍地席卷科学界。倘若翻开

科学史的厚重书页，这种争论、攻讦甚至相互倾轧周而复始，层出不穷。好事者倘若用今日的主角傅里

叶变换，对发生过的这些事件做一下分析，说不定可以大有收获，找到令学术界动荡的元凶。 

当然，现在人们普遍相信，这些动荡的原因是古代通讯能力太差，只能通过书信的方式实现。书信

自然需要有人送信，而即便是“科学”的发祥地欧洲的面积也太过广阔——有一个叫马拉松的年轻人甚

至为了送个捷报活活累死——也难怪栖居于世界各地的科学家们互不相识。那时，相隔千里之外的科学

家们同时做出科学发现的例子比比皆是，更不用说我们时常对某位中国科学家的发明早于另一位欧洲数

学大家而引以为傲了。世界文明的发展受限于缓慢的信息传递速度，我们只好将这些历史的尘埃怪罪于

电报、电话和电视的发明者出生太晚——顺便一提，这些发明也存在发明权之争，所以我们并不确定到

底该怪罪于谁。然而，即便是当今世界，信息已经可以凭借着电信号在导线中以光速传播，科技巨头们

也会为了专利权打得头破血流。以至于研究者们在有了新的发现之后，第一时间想到的都是赶紧挂 arXiv。

如今，国别、语言甚至期刊的影响因子依然是影响一项科学发现的发明权的障碍：一项卓越的工作，只

是因为发表的语言或者期刊不被主流科学界注意，而后有人以同样的内容发表了更“好”的文章，就能

揽走所有功劳。 

今天的主角诞生之前的故事，依然要从那个最著名的发明权之争讲起。微积分起源于无穷级数，其

推动者是两位爵爷：牛顿和莱布尼茨——前者的爵位是货真价实的，后者自称自己有爵位，就看你信不

信。祸起于年少的莱布尼茨向仰慕已久的牛顿写信，诉说自己的数学想法。牛顿在回信中写了一大段关
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于他通过通量求流量的工作，大概是想告诉莱布尼茨这个工作已经被解决了。然而，恃才傲物的牛顿将

这一段叙述用密码文书写，并进行了加密，然后他却用明文写了一句“这个问题尚未被解决”。很显然，

这是牛顿爵爷在消遣这位可怜的后辈。天真的莱布尼茨将愚弄当成了鼓励，立刻回信告诉牛顿自己的工

作，然而后者并没有回信。这两封信后来被称为“前函”和“后函”，成为了二人争锋的呈堂证供。莱布

尼茨在之后奋发图强，终于在 1684 年和 1686 年相继发表了关于微分和积分的论文，并将自己的新发明

起名“微积分（Calculus）”。莱布尼茨的第一篇文章题目，翻译过来是《一种求极大极小和切线的新方法，

它也适用于分式和无理量，以及这种新方法的奇妙类型的计算》，这冗长的名字，如今被递到哪怕最不起

眼的期刊编辑面前都会被拒稿，却也显示出莱布尼茨对自己的伟大创造的骄傲。而事实上，牛顿确实在

1665 年就已经创立了他略显笨拙的通量方法，并写在了《流数法和无穷级数》中。有人说是害怕批评，

有人说是并不在意，总之出于某种原因，牛顿很晚才发表了这部著作。随着莱布尼茨名声大噪，牛顿终

于注意到了这个海峡彼岸的挑战者。1687 年，牛顿用《自然哲学的数学原理》以压倒性的优势赢得了他

和胡克的斗争，并在这本书的序言部分吹响了新的战斗号角：“十年前，在我和最杰出的几何学家莱布尼

茨的通信中，我表明了我已经知道了确定极大值和极小值、作切线以及类似的方法，但我在交换的信件

中隐瞒了这方法，……这位最卓越的科学家在回信中写道，他也发现了一种同样的方法，并描述了他的

方法，它与我的方法几乎没有什么不同，除了他的措词和符号以外。”震惊而后恍然大悟的莱布尼茨为此

和愤怒的牛顿开始了长达几十年的辩论，并在二人分别成为柏林科学院院长和英国皇家学会会长之后愈

演愈烈。如日中天的牛顿控诉年轻的对手抄袭，而莱布尼茨的学生和追随者则坚定地为其辩护。直到莱

布尼茨居然天真到向英国皇家学会控告牛顿，皇家学会“不偏不倚”的牛顿追随者们于是“公正”地宣

布，牛顿是微积分的“第一发明人”。牛顿看似取得了又一次的胜利。然而，如果以今天的角度看，我们

用的绝大多数微积分符号都来自于符号学大师莱布尼茨的手笔。 

 
图 1.1  牛顿与莱布尼茨之争。图片来自 CalculusBook.net  

“Calculus”这个词来源于词根“calx”，意思是石头（古人用石头计算），因此还有一个意思是结石。
两位爵爷也许并不承认对方独立发明了微积分，却必须承认双方都独立地死于结石：莱布尼茨患有
肾结石，而牛顿得了膀胱结石。只不过，伟大的牛顿风风光光地以国葬安葬，而政治押宝汉诺威公
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爵（后来的英国国王乔治一世，汉诺威盛产英国国王）的莱布尼茨，却被汉诺威公爵扔在了老家，
贫穷而屈辱地死去[1]。 

至此，牛顿看似赢得了这场战争。然而，与高傲的牛顿不同，莱布尼茨拥有众多学生。其中一位是

他与牛顿战争中的急先锋约翰ㆍ伯努利。这位最值得称道的，一是发明了因贫穷而卖掉的 L' Hospital 法

则，二是他教出了学生欧拉。作为世界上最高产的数学家，欧拉不仅将他师爷的方法和符号学发扬光大，

同时也对莱布尼茨的老对头所开拓的领域进行进一步探索，发明了变分法、创立了分析力学。作为 18 世

纪最伟大的数学家，劳模欧拉并没有卷入什么官司，我们只能赞叹他是如何以惊人的速度完成浩大的工

作的，并顺便以这位“独眼巨人”的事迹告诫自己在工作的同时要保护眼睛。正是由欧拉将 FFT 的雏形

引入了科学界的视野。 

 
图 1.2  欧拉。图片来自百度 

欧拉和其他伟大的数学家继续开拓着对于无穷级数的探索。无穷级数能否表示所有函数？至少幂级

数不行：无穷次可微的要求实在太高了。欧拉将目光投向了三角级数。1747 年，欧拉在用插值法计算行

星扰动问题时，得到了一个可以用三角级数表示的函数。欧拉证明了，对于整数𝑥𝑥，存在解析周期函数𝑓𝑓(𝑥𝑥)，
满足 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥 − 1) + 𝑋𝑋(𝑥𝑥) 

其中 

𝑋𝑋(𝑥𝑥) = 𝑑𝑑𝑓𝑓
𝑑𝑑𝑥𝑥 −

𝑑𝑑2𝑓𝑓
2! 𝑑𝑑𝑥𝑥 +

𝑑𝑑3𝑓𝑓
3! dx −⋯ 

其通解是： 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = ∫ 𝑋𝑋(𝜉𝜉)
𝑥𝑥

0
𝑑𝑑𝜉𝜉 + 2∑cos2𝑛𝑛𝑛𝑛𝑥𝑥

∞

𝑛𝑛=1
∫ 𝑋𝑋

𝑥𝑥

0
(𝜉𝜉)cos2𝑛𝑛𝑛𝑛𝜉𝜉𝑑𝑑𝜉𝜉

+2∑sin2𝑛𝑛𝑛𝑛𝑥𝑥
∞

𝑛𝑛=1
∫ 𝑋𝑋(𝜉𝜉)

𝑥𝑥

0
sin2𝑛𝑛𝑛𝑛𝜉𝜉𝑑𝑑𝜉𝜉
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欧拉声称这是插值问题的最一般解，果真如此，则意味着任意周期函数都可以用三角级数来表示，但谨
慎的欧拉否认了这一点。到了 1757 年，法国数学家克莱罗（Clairaut）在研究太阳引起的摄动时已经宣称，
任何函数都可以展开成为： 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐴𝐴0 + 2∑𝐴𝐴𝑛𝑛 cos𝑛𝑛𝑥𝑥
∞

𝑛𝑛=1
 

显然这一结论并不正确，但他离真理也仅一步之遥。1777 年 Euler 在研究天文问题时，就已经给出了求

解连续情况下三角级数系数的方法，这与现代的方法已经完全相同。此时，所谓的傅里叶变换其实已经

初具雏形[2]。尽管如此，当时的科学家们如欧拉, 拉格朗日，达朗贝尔等始终认为，并非所有函数都可用

三角级数表示。可以想象，数学家们从无尽的宇宙中汲取灵感，可令宇宙也会纳闷的是尽管它已经暗示

得这么明显了，为什么这临门一脚还要留给后来的年轻人。 

 
图 1.3  欧拉著作 De serierum determinatione seu nova methodus inveniendi  

terminos generales serierum 影印版。图片来自 Euler Archive 
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 1807 年，傅里叶将论文《热的传播》递交到法国科学院，从此现代信息科学的基石将以他命名。这
位拿破仑年轻的追随者和宠儿，从小出身贫寒、父母双亡，在申请进入当时仅有的开设数学科目的陆军
学校时惨遭拒绝：“傅里叶出身不高贵，不得加入炮兵，虽然他是第二个牛顿。”多亏法国大革命打破了
阶级的壁垒，傅里叶终于获准进入法国科学院阅读数学论文，他在那里认识了拉格朗日和蒙热。1798 年，
拿破仑进军埃及，带了庞大的科学顾问团，傅里叶就是其中成员之一。他迅速展现出了行政和外交的才
能，获得了拿破仑的赏识，成为了法国数学最好的地方行政长官。 

 

图 1.4  傅里叶与拿破仑。图片来自百度 

年轻的傅里叶在论文中使用三角级数来探索热传导问题，并提出所有周期函数都可以表示成三角级
数的形式。论文的审稿人拉普拉斯，蒙热和拉克鲁瓦都赞成接受这篇论文。然而，法国数学界至高无上
的权威拉格朗日并不能接受这个狂妄的想法。拉格朗日的理由是：正弦曲线永远无法组合成一个带有棱
角的信号，例如方波。拉格朗日自然是对的，因为三角级数确实无法组合成一个带有棱角的信号，但可
以无限逼近——所以傅里叶也是对的。科学大师们功成名就之后总是因为他们的偏见和固有知识而充当
了科学发展的反面角色，即使是最伟大的科学家也不例外。法国科学院最后屈服于拉格朗日的权威，论
文并未发表。我们的政治新星傅里叶倒也不怎么在乎，继续跟着他的小个子伯乐走南闯北。直到两年后
拿破仑称帝，他被授予男爵称号。 

1814 年，拿破仑兵败，傅里叶和拉普拉斯开始效忠路易十八。然而十个月后，拿破仑卷土重来，
骑墙派傅里叶迅速倒向旧主。很不幸，百日皇帝拿破仑不久再次被扔到了岛上，暴怒的路易十八将傅里
叶视为叛徒，使他一度无家可归。然而，由于傅里叶名声在外，即使在路易十八的反对下，他也成功当
选了法国科学院院士，并在 1822 年当选为法国科学院终身秘书。就在这一年，终于走上学术权力巅峰
的傅里叶，发表了他的《热的解析理论》。此时，再也没有人有资格拒绝他的工作了。在这本书中，傅
里叶将他对热的数学理论与力学理论相提并论，这个被誉为第二个牛顿的科学家终于向世人推出了他一
生中最重要的贡献。这本书开启的另一个领域是量纲分析。 

前文已经提到，欧拉等人事实上已经提出了傅里叶变换的积分表示。而我们今天的主角，是傅里叶

变换的另一种形式：离散傅里叶变换的快速求解方法。离散傅里叶变换在时域和频域上都呈现离散形

式，就比如我们前面提到的冠名权之争的诸多历史事件，总是散落在历史长河的些许角落。对于𝑁𝑁点序
列{𝑥𝑥[𝑗𝑗]}，它的离散傅里叶变换（Discrete Fourier Transform，DFT）为： 
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�̂�𝑥[𝑘𝑘] = ∑ 𝑒𝑒−𝑖𝑖
2𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑁𝑁 𝑗𝑗𝑥𝑥[𝑗𝑗]

𝑁𝑁−1

𝑗𝑗=0
 

其逆变换为： 

𝑥𝑥[𝑗𝑗] = 1
𝑁𝑁∑ 𝑒𝑒𝑖𝑖

2𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑁𝑁 𝑗𝑗�̂�𝑥[𝑘𝑘]

𝑁𝑁−1

𝑘𝑘=0
 

掰着指头数数就会知道，如果朴素地计算快速傅里叶变换，那么时间成本将是𝑂𝑂(𝑁𝑁2)的，随着数据规模

的增加，运算量将急剧上升。所以当时懒惰的科学家们一般只计算四五阶就放弃了。 

二、快速傅里叶变换的发现 

 快速傅里叶变换是 DFT 的一种快速算法，它的唯一特点就是快，其余方面与离散傅里叶变换别无二

致。在那个计算机刚刚兴起的年代，慢一点都可能造成致命的后果。从太空到军备，美苏之间展开了一

场史诗级的竞赛，任意一方稍慢一点都可能大难临头。就是在和平年代，国家之间也会在运动会上追求

更高、更快、更强。 

 1957 年，苏联以最快的速度成功发射了洲际导弹和人造地球卫星，震惊西方。赫鲁晓夫吹嘘他们制

造导弹如此之快，就像制造香肠一样，不断从车间里生产出来。其实，肯尼迪的情报部门早就告诉他，

苏联的洲际导弹数目只有区区五十余枚。然而，肯尼迪掩盖了这一事实，并大肆宣扬美苏之间的导弹差

距，从而忽悠国会加大投资巩固美国的优势。1961－1962 年美苏进行了大量的核试验，尤其是苏联在 1961

年 10 月 30 日进行的历史上最大当量的核试验，据说在 1000 公里外都能看到爆炸的闪光，恐怖的核乌云

给世界的未来蒙上了一层阴影。 

 
图 2.1 古巴导弹危机中的肯尼迪与赫鲁晓夫。图片来自百度 

局势在古巴导弹危机时达到了顶峰，人类第一次发现核战争如此迫在眉睫。双方领导人终于认识到，

核冲突对两国都没有好处。肯尼迪和赫鲁晓夫终于恢复理智，1963 年 8 月，双方签署了部分禁止核试验

条约，禁止在大气层、外层空间和水下进行核试验。美俄之间的战略武器限制谈判一直延续到了今日。 
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然而，昔日的战略对手并不会立刻取得相互信任。条约签是签了，如何知道对方是否违约？核试验

往往都是秘密进行的，另一个国家可能根本无法知晓，也不会被允许访问对方的核设施进行调查。一向

以拥有庞大的科学顾问团著名的肯尼迪，最后决定向科学家们求助。来自 IBM 的加温就是其科学顾问之

一。作为费米的学生，就像他的老师和同僚们一样，这位首个氢弹的设计者终身都致力于研究核武器控

制。加温在亲手将 Teller-Ulam 构型变为现实之后，就加入了 IBM 公司，后者成了他一生中的主要雇主。

他很早就和 IBM 达成协议：他三分之一的时间会用于政府工作，IBM 不会问他为五角大楼做了什么，并

且报销他的全部费用。然而，这位科学家先后三个大老板肯尼迪、约翰、尼克松都是著名的短命总统。

在这之后，离开总统国家科学顾问团的他，也只能做一些大声疾呼的工作了。 
在肯尼迪的科学咨询委员会上，加温提出可以通过在苏联周边国家地下埋藏传感器，来检测核武器

爆炸所产生的地震波。这些传感器会生成地震的时间序列，通过比对不同传感器的信息，就可以将核武

器试验的地点确定在十五公里范围以内。然而，由于传感器数据量极大，分析这些数据需要一种可以快

速计算离散傅里叶变换的算法。这时，坐在加温旁边的来自普林斯顿大学的图基搭了腔。他与加温都是

年轻有为的科学家，因为资历较低，都坐在桌子的末端，于是他们经常交流各自的研究。 

 
图 2.2  加温（Garwin）接受总统自由勋章。图片来自百度 

图基是一个半路出家的数学家。他从小是被自己的母亲教大的，因为母亲担心他“进入学校会变得

懒惰”，这与现在大多数因为懒惰把孩子扔给学校老师的家长们形成了鲜明的对比。在布朗大学，图基一

直学的是化学，并拿到了化学硕士学位。随后，他进入普林斯顿大学并转攻数学，拿到了两个数学学位。

和加温一样，这位能坐在总统面前的科学家也是从那个战火纷飞的年代一路走来的，据说他曾经参与过

U-2 间谍飞机的设计。图基一生的贡献有很多，包括发明了“bit”和“software”两个词。要是他现在还

活着，搞不好会被比特币的狂热粉丝们奉为神明，毕竟就连马斯克打个喷嚏都能引起市场动荡。 

加温的问题正中图基下怀。作为一名统计学家，图基早已关注到了离散傅里叶变换的问题。这其实

并不是人们第一次尝试降低 DFT 的计算难度，包括林肯实验室团队在内的一大批科学家都曾探讨过如何

将这一复杂的过程简单化。但这些研究都散落在不同的工程领域之中。而从 1960 年开始，图基非常幸运

地与这些科学家都有过接触，他意识到即使面对的问题不同，解决的方式却都殊途同归。在图基看来，

这都不过是一个关于频率和统计学的问题。于是图基开始搜集文献，思考这一问题。在那次会议上，图

基顺势提出了他的快速计算 DFT 的算法。敏锐的加温博士立刻意识到了这种算法的潜力。这种伟大的算
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法离成熟仅剩一步之遥：还差一个程序员。于是，加温找到了他在 IBM 的同事库利。与能够“上桌吃饭”

的总统顾问图基和加温不同，在 IBM 工作的库利几年前还只是一个程序员——当然不是现在这种成天对

着屏幕，一直坐到 35 岁等着被公司优化的程序员，他操纵的是古老的冯诺依曼机。通过加温，图基和库

利取得了联系，并告知了他的想法。起初资格不够只能“站着吃饭”的库利并不知道这个算法的真实目

的，他被告知这是用来确定 He-3 在晶体中的自旋周期的[3]。 

1965 年，库利和图基联合发表论文[4]，这个伟大的算法就此诞生——或者重生，这是后话。1994 年

美国数学家吉尔伯特ㆍ斯特朗把 FFT 描述为“我们一生中最重要的数值算法”，它还被 IEEE 科学与工

程计算期刊列入 20 世纪十大算法之一。该算法被命名为库利-图基算法。以图基命名的成果还有很多，

但这已经是程序员库利一生中最伟大的成就。除了这篇算法论文本身外，他被引最高的论文都是关于这

个算法的发明历史的。 

 
图 2.3 库利和图基。图片来自百度 

为了阐明快速傅里叶变换的原理，首先需要引入两个概念：多项式的点值表示法和单位根。首先介

绍多项式的点值表示法。我们来想想如何定义一个人？这是数千年来困扰哲学家和生物学家的永恒命题。

也许，当我们知道一个人的全部基因组后便可以定义他。然而，如果说基因是一个人的内在的话，我们

更熟悉的是从这个人的表征去定义，高矮胖瘦、兴趣爱好、家庭住址等等。倘若有一组足够详尽的特征，

我们就可以精准定位到一个人，如“北京市海淀区北京大学附属中学三年级二班的李华”。哲学家们可以

争辩这不足以定义一个灵魂，但幸运的是，数学的严谨和逻辑使得它比哲学清晰得多。如果说我们熟悉

的多项式系数表示法 

𝐹𝐹(𝑥𝑥) = ∑𝑎𝑎𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑛𝑛−1

𝑖𝑖=0
 

是多项式的灵魂（也就是多项式的基因）的话，那么我们也拥有它的表征定义，即多项式的点值表示法。

将一组互不相同的插值节点(𝑥𝑥0, 𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛−1)分别代入𝐹𝐹(𝑥𝑥)，得到𝑛𝑛个取值(𝑦𝑦0, 𝑦𝑦1,… , 𝑦𝑦𝑛𝑛−1)。你可以将不同
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的插值节点和取值之间的关系类比成一种映射索引，比如城市（北京），中学（北京大学附属中学）。我

们有定理：𝑛𝑛个不同点的取值唯一确定一个𝑛𝑛 − 1次多项式。于是，我们就可以用这𝑛𝑛个点来表示这个多项

式，这就是多项式的点值表示。它将在之后给我们带来巨大的便利。 

那么，我们该取哪些插值节点呢？数学也给我们准备好了材料。单位根是指方程𝑥𝑥𝑛𝑛 = 1的解，它们

均匀分布在单位圆上。其中辐角为正且最小的称为𝑛𝑛次单位向量，记为𝜔𝜔𝑛𝑛
1，其余依次记为𝜔𝜔𝑛𝑛

2, … , 𝜔𝜔𝑛𝑛
𝑛𝑛。特

别地， 𝜔𝜔𝑛𝑛
𝑛𝑛 = 𝜔𝜔𝑛𝑛

0 =1。其中，𝜔𝜔𝑛𝑛
𝑘𝑘 = 𝑒𝑒

2𝜋𝜋𝜋𝜋
𝑛𝑛 𝑖𝑖 = cos (2𝜋𝜋𝑘𝑘𝑛𝑛 ) + 𝑖𝑖sin (2𝜋𝜋𝑘𝑘𝑛𝑛 )。顺便一提，虚数𝑖𝑖这个符号也是大数学

家欧拉的杰作。 

关于单位根，我们需要用到它的两个引理。折半引理：𝜔𝜔2𝑛𝑛
2𝑘𝑘 = 𝜔𝜔𝑛𝑛

𝑘𝑘，当将单位圆划分为2𝑛𝑛份后，它的
第偶数个单位根正好是𝑛𝑛次单位根。消去引理：𝜔𝜔𝑛𝑛

𝑘𝑘+𝑛𝑛
2 = −𝜔𝜔𝑛𝑛

𝑘𝑘，将单位根沿着单位圆逆时针转动半圈，就

正好转到了它的反面。 

 

图 2.4 单位根示意图。图片来自网络  

有了这两个引理，我们就可以开始介绍快速傅里叶变换的具体原理了。我们将进行傅里叶变换的数

列𝑥𝑥[𝑗𝑗]看成是多项式𝐹𝐹(𝑥𝑥)的系数𝑎𝑎𝑗𝑗，那么如果将𝑛𝑛次单位根的0~𝑛𝑛 − 1次幂分别代入𝐹𝐹(𝑥𝑥)，得到该多项式

点值向量(𝐹𝐹(𝜔𝜔𝑛𝑛
0), 𝐹𝐹(𝜔𝜔𝑛𝑛

1), 𝐹𝐹(𝜔𝜔𝑛𝑛
2), . . , 𝐹𝐹(𝜔𝜔𝑛𝑛

𝑛𝑛−1))，为了下文简便起见，我们将其记为(𝑦𝑦0, 𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑛𝑛−1)。这一过

程就是离散傅里叶变换。实际上，就是将该多项式的系数表示转化为单位根对应的点值表示。可以想见，

如果老实地进行代入计算，那么时间复杂度将是𝑂𝑂(𝑛𝑛2)。对于高维计算，这将消耗大量的计算资源，在计

算能力有限的情况下，降低算法的时间复杂度将使工作效率得到大幅度提升。 

 我们可以对多项式分而治之。给定一个多项式 

𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1𝑥𝑥 + 𝑎𝑎2𝑥𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛−1𝑥𝑥𝑛𝑛−1 
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不妨设𝑛𝑛为偶数，如果一个多项式次数不是偶数，可以令𝑎𝑎𝑛𝑛−1= 0 来补足位数。对其进行奇偶分组： 

𝐹𝐹(𝑥𝑥) = (𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎2𝑥𝑥2 + 𝑎𝑎4𝑥𝑥4 +⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛−2𝑥𝑥𝑛𝑛−2) + (𝑎𝑎1𝑥𝑥 + 𝑎𝑎3𝑥𝑥3 +⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛−1𝑥𝑥𝑛𝑛−1) 

= (𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎2𝑥𝑥2 + 𝑎𝑎4𝑥𝑥4 +⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛−2𝑥𝑥𝑛𝑛−2) + 𝑥𝑥(𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎3𝑥𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛−1𝑥𝑥𝑛𝑛−2) 

然后重新定义两个多项式： 

𝐹𝐹1(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎2𝑥𝑥 + 𝑎𝑎4𝑥𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛−2𝑥𝑥
𝑛𝑛−2
2

𝐹𝐹2(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎3𝑥𝑥 + 𝑎𝑎5𝑥𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛−1𝑥𝑥
𝑛𝑛−2
2  

前者具有多项式的偶次系数，后者具有奇次系数。于是，聪明的图基就可以将𝐹𝐹(𝑥𝑥)写作𝐹𝐹1(𝑥𝑥)和𝐹𝐹2(𝑥𝑥)的
组合： 

𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹1(𝑥𝑥2) + 𝑥𝑥𝐹𝐹2(𝑥𝑥2) 

对于每一个特定的𝑥𝑥0，上述等式都成立。图基提出了这样一个简单的思路：通过𝐹𝐹1(x)与𝐹𝐹2(𝑥𝑥)的点值表示
推算出𝐹𝐹(𝑥𝑥)的点值表示。然而，我们依然需要𝑛𝑛个点值。所以我们可以通过分类讨论的方法，并应用我们

之前介绍的两个引理：对于0 ≤ 𝑘𝑘 ≤ 𝑛𝑛
2 − 1 

𝐹𝐹(𝜔𝜔𝑛𝑛
𝑘𝑘) = 𝐹𝐹1(𝜔𝜔𝑛𝑛

2𝑘𝑘) + 𝜔𝜔𝑛𝑛
𝑘𝑘𝐹𝐹2(𝜔𝜔𝑛𝑛

2𝑘𝑘) = 𝐹𝐹1(𝜔𝜔𝑛𝑛/2
𝑘𝑘 ) + 𝜔𝜔𝑛𝑛

𝑘𝑘𝐹𝐹2(𝜔𝜔𝑛𝑛/2
𝑘𝑘 ) 

对于𝑛𝑛
2 ≤ 𝑘𝑘 + 𝑛𝑛

2 ≤ 𝑛𝑛 − 1 

𝐹𝐹 (𝜔𝜔𝑛𝑛
𝑘𝑘+𝑛𝑛2) = 𝐹𝐹1(𝜔𝜔𝑛𝑛

2𝑘𝑘+𝑛𝑛) + 𝜔𝜔𝑛𝑛
𝑘𝑘+𝑛𝑛2𝐹𝐹2(𝜔𝜔𝑛𝑛

2𝑘𝑘+𝑛𝑛) 

= 𝐹𝐹1(𝜔𝜔𝑛𝑛
2𝑘𝑘+𝑛𝑛) − 𝜔𝜔𝑛𝑛

𝑘𝑘𝐹𝐹2(𝜔𝜔𝑛𝑛
2𝑘𝑘+𝑛𝑛) 

= 𝐹𝐹1(𝜔𝜔𝑛𝑛/2
𝑘𝑘 ) − 𝜔𝜔𝑛𝑛

𝑘𝑘𝐹𝐹2(𝜔𝜔𝑛𝑛/2
𝑘𝑘 ) 

这样，如果我们知道𝐹𝐹1(𝜔𝜔𝑛𝑛/2
𝑘𝑘 ), 𝐹𝐹2(𝜔𝜔𝑛𝑛/2

𝑘𝑘 )，我们就能直接求出𝐹𝐹(𝜔𝜔𝑛𝑛
𝑘𝑘)与𝐹𝐹 (𝜔𝜔𝑛𝑛

𝑘𝑘+𝑛𝑛
2)，而不需要理会那些烦人的

系数了。原问题被转化成了两个规模一半的子问题！计算难度大大降低了。可是𝐹𝐹1和𝐹𝐹2的点值表示依然

很难计算啊？我们当然不会止步于此。 

同样地，𝐹𝐹1和𝐹𝐹2的点值表示也可以化为更小的两个子问题，如此不断地分治下去。这样的递归问题

的时间复杂度为： 

𝑇𝑇(𝑛𝑛) = 2𝑇𝑇 (𝑛𝑛2) + 𝑂𝑂(𝑛𝑛) = 𝑂𝑂(𝑛𝑛 log 𝑛𝑛) 

 库利和图基联合发表论文二十多年后，将多项式分为奇部和偶部的技巧还将被用来破解哈里托诺夫

（Kharitonov）的密码。这还是一个和多项式有关的故事。控制学家们关心一个多项式的稳定性问题，当
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它的根全部在负半平面时，我们就称其为稳定的。也许你会说，那不是求出所有根就好了？然而在实际

的工程中，我们也许并不知道一个多项式的确切系数，只知道每个系数的大致范围𝑎𝑎𝑖𝑖 ∈ [𝑎𝑎𝑖𝑖−, 𝑎𝑎𝑖𝑖+]，这样的

多项式被称为区间多项式，可以严格写作𝑁𝑁 = {𝑓𝑓(𝑠𝑠) = 𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1𝑠𝑠 +⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛−1𝑠𝑠𝑛𝑛−1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑠𝑠𝑛𝑛|𝑎𝑎𝑖𝑖 ∈ [𝑎𝑎𝑖𝑖−, 𝑎𝑎𝑖𝑖+]}。

这样，不同的系数组合会产生无穷多个多项式，这些多项式是否都稳定？这困扰了数学家和控制学家们

很多年。1975 年，苏联博士生 Kharitonov 提出了一个关于区间多项式的稳定性定理，这个定理将一个无

穷个多项式的稳定性问题，简化成了四个区间端点多项式的稳定问题：区间多项式稳定的充分必要条件

是以下四个多项式都稳定， 

𝑓𝑓1(𝑠𝑠) = 𝑎𝑎0+ + 𝑎𝑎1−𝑠𝑠 + 𝑎𝑎2−𝑠𝑠2 + 𝑎𝑎3+𝑠𝑠3 + 𝑎𝑎4+𝑠𝑠4 + 𝑎𝑎5−𝑠𝑠5 … 

𝑓𝑓2(𝑠𝑠) = 𝑎𝑎0+ + 𝑎𝑎1+𝑠𝑠 + 𝑎𝑎2−𝑠𝑠2 + 𝑎𝑎3−𝑠𝑠3 + 𝑎𝑎4+𝑠𝑠4 + 𝑎𝑎5+𝑠𝑠5 … 

𝑓𝑓3(𝑠𝑠) = 𝑎𝑎0− + 𝑎𝑎1+𝑠𝑠 + 𝑎𝑎2+𝑠𝑠2 + 𝑎𝑎3−𝑠𝑠3 + 𝑎𝑎4−𝑠𝑠4 + 𝑎𝑎5+𝑠𝑠5 … 

𝑓𝑓4(𝑠𝑠) = 𝑎𝑎0− + 𝑎𝑎1−𝑠𝑠 + 𝑎𝑎2+𝑠𝑠2 + 𝑎𝑎3+𝑠𝑠3 + 𝑎𝑎4−𝑠𝑠4 + 𝑎𝑎5−𝑠𝑠5 … 

这四个多项式被称为 Kharitonov 多项式。怎么样，看出规律了吗？三年后，他将这一成果发表在了苏联

期刊上。然而因为语言的阻隔，主流科学界并没有注意到这一伟大的理论成就。直到波兰科学家 Olbrot

在瑞士的会议上介绍了这一定理，它才被美国科学家 Barmish 介绍到了英语世界[5.6]。与俄罗斯有世仇的

波兰人，因为历史原因通晓俄语，却也成为了将这一定理引向世界的桥梁。然而，Kharitonov 的原证明极

其复杂，加上是用晦涩难懂的俄语写的，对于使用惯了简单语法的美国人来说简直就是折磨。1989 年，

美国学者 Desoer 指导研究生[7]巧妙地利用了上面所说的技巧，使得 Kharitonov 定理终于有了简单易懂的

证明。 

Kharitonov 定理的必要性是显然的，这四个多项式都是区间多项式的元素，当区间多项式稳定时，

这四个多项式自然稳定。我们只需要证明其充分性。多项式的根对系数是连续依赖的，当一个多项式从

稳定变到不稳定时，它的根一定跨越了复轴。当根在复轴上时，可以写作𝑖𝑖𝑖𝑖。因为我们考虑的是实系数

多项式，其取值𝑓𝑓(𝑖𝑖𝑖𝑖)关于实轴对称，所以我们只考虑𝑖𝑖 ∈ (0, +∞)的情况。每一个多项式𝑓𝑓(𝑖𝑖𝑖𝑖)的取值在
复平面都可以对应一个值点。我们定义𝐻𝐻𝑁𝑁(𝑖𝑖) = {𝑓𝑓(𝑖𝑖𝑖𝑖), 𝑓𝑓 ∈ 𝑁𝑁}，它代表自变量为𝑖𝑖𝑖𝑖时，区间多项式在复

平面形成的区域。 

由于复数乘法的性质，此时多项式 

𝑓𝑓(𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑎𝑎0 + 𝑖𝑖𝑎𝑎1𝑖𝑖 − 𝑎𝑎2𝑖𝑖2 − 𝑖𝑖𝑎𝑎3𝑖𝑖3 + 𝑎𝑎4𝑖𝑖4 +⋯ 
= (𝑎𝑎0 − 𝑎𝑎2𝑖𝑖2 + 𝑎𝑎4𝑖𝑖4 −⋯) + 𝑖𝑖(𝑎𝑎1𝑖𝑖 − 𝑎𝑎3𝑖𝑖3 + 𝑎𝑎5𝑖𝑖5 −⋯) 

= 𝑈𝑈(𝑖𝑖) + 𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑖𝑖) 
多项式𝑈𝑈的系数是𝑓𝑓的所有偶数项系数，而𝑖𝑖的系数是所有奇数项系数，这其实与刚才的𝐹𝐹1, 𝐹𝐹2如出一辙。
对于首一的稳定多项式，其所有系数一定是正的，那么两类多项式的取值分别满足： 
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𝑈𝑈−(𝜔𝜔) ≤ 𝑈𝑈(𝜔𝜔) ≤ 𝑈𝑈+(𝜔𝜔), 𝑉𝑉−(𝜔𝜔) ≤ 𝑉𝑉(𝜔𝜔) ≤ 𝑉𝑉+(𝜔𝜔)，其中 

𝑈𝑈−(𝜔𝜔) = 𝑎𝑎0− − 𝑎𝑎2+𝜔𝜔2 + 𝑎𝑎4−𝜔𝜔4 −⋯ ,𝑈𝑈+(𝜔𝜔) = 𝑎𝑎0+ − 𝑎𝑎2−𝜔𝜔2 + 𝑎𝑎4+𝜔𝜔4 −⋯ 
𝑉𝑉−(𝜔𝜔) = 𝑎𝑎1−𝜔𝜔 − 𝑎𝑎3+𝜔𝜔3 + 𝑎𝑎5−𝜔𝜔5 −⋯ , 𝑉𝑉+(𝜔𝜔) = 𝑎𝑎1+𝜔𝜔 − 𝑎𝑎3−𝜔𝜔3 + 𝑎𝑎5+𝜔𝜔5 −⋯ 

在𝑈𝑈, 𝑉𝑉的极值中各取一个，可以组成四个点(𝑈𝑈−, 𝑉𝑉−)，(𝑈𝑈−, 𝑉𝑉+)，(𝑈𝑈+, 𝑉𝑉−)，(𝑈𝑈+, 𝑉𝑉+)。如图 2.5，这四个

点围成了一个矩形。因为区间多项式的各个系数是独立变化的，所有区间多项式的值点就都被包含在矩

形之中，并充满整个区域，这就是𝐻𝐻𝑁𝑁(𝜔𝜔)。 

为了继续证明，我们需要用到排零原理：设一个多项式族𝐹𝐹的取值区域为𝐻𝐻𝐹𝐹(𝜔𝜔) = {𝑓𝑓(𝑖𝑖𝜔𝜔), 𝑓𝑓 ∈ 𝐹𝐹}，则
该多项式族是稳定的当且仅当： 

1) 𝐹𝐹中至少有一个多项式𝑓𝑓∗是稳定的； 

2) 𝐻𝐻𝐹𝐹(𝜔𝜔)不包括原点，即0 ∉ 𝐻𝐻𝐹𝐹(𝜔𝜔)，对任意𝜔𝜔 ∈ (0, +∞)。  

如果四个多项式都稳定，那么就满足了条件 1)，我们只须证明区间多项式𝑁𝑁的区域𝐻𝐻𝑁𝑁(𝜔𝜔)一定不包

括原点。为此，在之后的证明中还需要用到一个事实：如果多项式𝑓𝑓是稳定的，随着𝜔𝜔的增大，辐角

arg(𝑓𝑓(𝑖𝑖𝜔𝜔))严格单调递增（它的值点𝑓𝑓(𝑖𝑖𝜔𝜔)绕着原点逆时针旋转）。 

现在通过反证法进行证明：因为四个多项式稳定，它们的系数之一𝑎𝑎𝑖𝑖− > 0，因此0 ∉ 𝐻𝐻(0) = [𝑎𝑎0−, 𝑎𝑎0+]。

假设存在某一个𝜔𝜔1 ∈ (0, +∞)，使得𝐻𝐻𝑁𝑁(𝜔𝜔1)包括原点。由于𝐻𝐻𝑁𝑁(𝜔𝜔)是随着𝜔𝜔连续变化的，所以一定存在𝜔𝜔0 ∈

(0, 𝜔𝜔1)使得坐标原点在𝐻𝐻𝑁𝑁(𝜔𝜔0)的一条边上。并且由于四个点对应的多项式都是稳定的，不会有纯虚根，

因此原点只能在矩形边的中间，而非端点。不妨设原点所在的是下方水平边，如图 2.5 所示，已知四个多

项式都是稳定的，那么如果𝜔𝜔继续增大，四个点辐角都会增大。左边的点(𝑈𝑈−, 𝑉𝑉−)会向右下进入第三象限，

而右边的点(𝑈𝑈+, 𝑉𝑉−)会向右上进入第一象限，这条边将不再水平。而这两个点具有相同的虚部，其连线又

必须是水平的，这就产生了矛盾。如果原点在其他的边上同理可证，于是充分性的证明就巧妙地完成了。  

 

图 2.5  𝐻𝐻𝑁𝑁(𝜔𝜔)示意图。如果𝜔𝜔继续增大，四个点辐角都会增大（如箭头所示）。左边的点(𝑈𝑈−, 𝑉𝑉−)会向 

右下进入第三象限，而右边的点(𝑈𝑈+, 𝑉𝑉−)会向右上进入第一象限，二者连边将不再水平。 

 苏联解体之后，Kharitonov 在西方已经小有名气，在墨西哥一所学校谋了职位，过着悠闲的日子。

从墨西哥退休以后，他又重返圣彼得堡，和母亲住在了一起，过着低调的生活。2021 年，国际自动控制
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联合会（International Federation of Automatic Control，IFAC）授予了他终身成就奖（Lifetime Achievement 

Award）。一位国际控制大牛评价他：“It would of course be impossible to miss his early result known as the 

Kharitonov theorem, which is truly a trailblazing contribution and a rare gem, for its extraordinary conceptual 

importance and mathematical beauty that I think rivals the best known results of our field.”因为疫情的原因，颁

奖仪式改为线上举行。就在大家翘首以待主角隔着屏幕向大家挥手致意时，就像每一个在线上课逃课的

学生一样，Kharitonov 却说他家里网络不好，没有出席颁奖仪式，只是说把奖状寄给他就好了。 

我们继续说回到快速傅里叶变换。多项式的点值表示对于计算机来说方便了许多，但是对于人类而

言，我们还是更喜欢系数表达式，那么如何将将多项式的点值表示变回去呢？下面我们来介绍快速傅里

叶逆变换。上面的过程其实可以写作： 

[
1 1 1 ⋯ 1
1 (𝜔𝜔𝑛𝑛

1)1 (𝜔𝜔𝑛𝑛
1)2 (𝜔𝜔𝑛𝑛

1)𝑛𝑛−1

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1 (𝜔𝜔𝑛𝑛

𝑛𝑛−1)1 (𝜔𝜔𝑛𝑛
𝑛𝑛−1)2 ⋯ (𝜔𝜔𝑛𝑛

𝑛𝑛−1)𝑛𝑛−1
] [

𝑎𝑎0
𝑎𝑎1
⋮

𝑎𝑎𝑛𝑛−1

] = [
𝑦𝑦0
𝑦𝑦1
⋮

𝑦𝑦𝑛𝑛−1

] 

如果我们要从点值表示(𝑦𝑦0, 𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑛𝑛−1)反推回系数表示，那我们只需要知道上面矩阵的逆矩阵就可以了。 

设𝑥𝑥为𝑛𝑛次单位根，注意到 
𝑥𝑥𝑛𝑛 − 1 = (𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥𝑛𝑛−1 + 𝑥𝑥𝑛𝑛−2 + ⋯+ 1) 

当𝑥𝑥 = 1时 
𝑥𝑥𝑛𝑛−1 + 𝑥𝑥𝑛𝑛−2 + ⋯+ 1 = 𝑛𝑛 

否则 
𝑥𝑥𝑛𝑛−1 + 𝑥𝑥𝑛𝑛−2 + ⋯+ 1 = 0 

那我们就可以发现： 

[1 (𝜔𝜔𝑛𝑛
𝑛𝑛−𝑖𝑖)1 … (𝜔𝜔𝑛𝑛

𝑛𝑛−𝑖𝑖)𝑛𝑛−1]

[
 
 
 
 1
(𝜔𝜔𝑛𝑛

𝑗𝑗)
1

⋮
(𝜔𝜔𝑛𝑛

𝑗𝑗)
1
]
 
 
 
 
= ∑(𝜔𝜔𝑛𝑛

𝑛𝑛−𝑖𝑖)𝑘𝑘(𝜔𝜔𝑛𝑛
𝑗𝑗)

𝑘𝑘
𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0
= ∑(𝜔𝜔𝑛𝑛

𝑛𝑛−𝑖𝑖+𝑗𝑗)
𝑘𝑘

𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0
= {𝑛𝑛0

𝑖𝑖 = 𝑗𝑗
𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗 

于是所求逆矩阵就可以写为： 

[
1 1 1 ⋯ 1
1 (𝜔𝜔𝑛𝑛

𝑛𝑛−1)1 (𝜔𝜔𝑛𝑛
𝑛𝑛−1)2 (𝜔𝜔𝑛𝑛

𝑛𝑛−1)𝑛𝑛−1

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1 (𝜔𝜔𝑛𝑛

1)1 (𝜔𝜔𝑛𝑛
1)2 ⋯ (𝜔𝜔𝑛𝑛

1)𝑛𝑛−1
] =

[
 
 
 
 1 1 1 ⋯ 1
1 (𝜔𝜔𝑛𝑛1̅̅̅̅ )1 (𝜔𝜔𝑛𝑛1̅̅̅̅ )2 (𝜔𝜔𝑛𝑛1̅̅̅̅ )𝑛𝑛−1

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1 (𝜔𝜔𝑛𝑛

𝑛𝑛−1)
1

(𝜔𝜔𝑛𝑛
𝑛𝑛−1)

2
⋯ (𝜔𝜔𝑛𝑛

𝑛𝑛−1)
𝑛𝑛−1

]
 
 
 
 
 

则以多项式的点值表示𝑦𝑦𝑘𝑘为系数，单位根的共轭𝜔𝜔𝑛𝑛𝑘𝑘̅̅ ̅̅ 为插值节点，做一次快速傅里叶变换，就可以求得
多项式的系数𝑎𝑎𝑘𝑘

[4]。 

作为离散傅里叶变换的快速算法，FFT 迅速在前者的相关领域大显身手，如频谱分析、数据压缩、
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图片处理、求解偏微分方程等等。这里重点介绍 FFT 在算法竞赛中应用最多的领域：多项式乘法。 

设有𝑛𝑛次多项式𝐴𝐴(𝑥𝑥), 𝑚𝑚次多项式𝐵𝐵(𝑥𝑥)，求𝐶𝐶(𝑥𝑥) = 𝐴𝐴(𝑥𝑥) ⋅ 𝐵𝐵(𝑥𝑥)。𝐶𝐶(𝑥𝑥)的每一项系数 

𝑐𝑐𝑘𝑘 = ∑ 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑏𝑏𝑗𝑗
𝑖𝑖+𝑗𝑗=𝑘𝑘

 

可以想象，如果按照定义计算，需要将两个多项式系数逐项相乘再累加，这其实相当于一次线性卷积，

其计算复杂度也是𝑂𝑂(𝑛𝑛2)的。 

多项式的点值表示可以大大加速多项式乘法的计算。取𝑛𝑛 + 𝑚𝑚个插值节点，则两个多项式的点值表示

为： 

𝐴𝐴(𝑥𝑥)：(𝑦𝑦𝑎𝑎0, 𝑦𝑦𝑎𝑎1, … , 𝑦𝑦𝑎𝑎(𝑛𝑛+𝑚𝑚)) 

𝐵𝐵(𝑥𝑥)：(𝑦𝑦𝑏𝑏0, 𝑦𝑦𝑏𝑏1, … , 𝑦𝑦𝑏𝑏(𝑛𝑛+𝑚𝑚)) 

那么二者相乘 

𝐶𝐶(𝑥𝑥)：(𝑦𝑦𝑎𝑎0 ⋅ 𝑦𝑦𝑏𝑏0, 𝑦𝑦𝑎𝑎1 ⋅ 𝑦𝑦𝑏𝑏1, … , 𝑦𝑦𝑎𝑎(𝑛𝑛+𝑚𝑚) ⋅ 𝑦𝑦𝑏𝑏(𝑛𝑛+𝑚𝑚)) 

上式就是多项式𝐶𝐶(𝑥𝑥)的点值表示。利用离散傅里叶变换的特点，可以将时域上的卷积运算，转换为频域

上的相乘运算。 

 

图 多项式的点值计算。图片来自百度 
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三、高斯遗珠 

“库利-图基算法历史学”著名专家库利先生随后的一项重要工作，就是捍卫他们对这一算法的发明

权。平心而论，他们确实独立发明了这个算法。但是随着他们一炮而红，越来越多的科学家和科学史专

家发现，这个算法其实在很久以前就诞生过一次。 

1795 年和 1798 年，一个来自德国的年轻学生从图书馆借阅了伟大数学家欧拉和拉格朗日关于三角

级数的工作。这位学生名叫高斯，他在 1799 年获得了博士学位，虽然此时他早已名声大噪。作为莱布尼

茨的后辈、自欧拉之后最伟大的数学家、现代数学的奠基人，高斯此时正处于数学研究的巅峰时期。 

 
图 3.1 高斯。图片来自百度  

高斯拓展了前人对于三角级数的研究。回顾离散傅里叶变换： 

�̂�𝑥[𝑘𝑘] = ∑ 𝑒𝑒−𝑖𝑖
2𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑁𝑁 𝑗𝑗𝑥𝑥[𝑗𝑗]

𝑁𝑁−1

𝑗𝑗=0
 

高斯在需要进行傅里叶变换（此时还并不叫傅里叶变换）的𝑁𝑁个样本（多项式的系数）时等间隔地取出𝑁𝑁1

个样本，这样一共可以将原来的集合分成𝑁𝑁2个子集（𝑁𝑁 = 𝑁𝑁1𝑁𝑁2）。一开始，他计算出了前两组𝑁𝑁1个样本

的傅里叶变换，结果却发现它们并不相同，与整个样本所计算的傅里叶系数也不一致。高斯意识到了部

分样本的傅里叶变换并不能代表整个样本。基于此，他对每组的傅里叶系数进行了修正，给出了一种新

的计算方法：首先，计算出全部𝑁𝑁2个规模为𝑁𝑁1的集合的离散傅里叶变换，然后再将这𝑁𝑁2个值进行组合，

计算全部信号的离散傅里叶变换： 
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�̂�𝑥[𝑘𝑘1 + 𝑁𝑁1𝑘𝑘2] = ∑ [∑ 𝑥𝑥(𝑁𝑁2𝑗𝑗1 + 𝑗𝑗2)
𝑁𝑁1−1

𝑗𝑗1=0
𝜔𝜔𝑁𝑁1
𝑗𝑗1𝑘𝑘1𝜔𝜔𝑁𝑁

𝑗𝑗2𝑘𝑘1]𝜔𝜔𝑁𝑁2
𝑗𝑗2𝑘𝑘2

𝑁𝑁2−1

𝑗𝑗2=0
 

其中，对离散傅里叶变换中的系数做出如下变换： 

𝑗𝑗 = 𝑁𝑁2𝑗𝑗1 + 𝑗𝑗2 
𝑘𝑘 = 𝑁𝑁1𝑘𝑘2 + 𝑘𝑘1 

𝑗𝑗1, 𝑘𝑘1 = 1,… , 𝑁𝑁1 − 1, 𝑗𝑗2, 𝑘𝑘2 = 1,… , 𝑁𝑁2 − 1。高斯的方法看起来更加复杂，但根据后世科学家的研究，实际

上这是与库利和图基的方法等价的，我们的科技史专家库利也承认了这一点[3.8]。 

高斯显然意识到了这一计算方法的便捷性，然而，他并没有估算算法的计算复杂度。更遗憾的是，

之后去当天文台长的高斯并没有发表这一成果。在其去世以后，这篇文章也仅仅以新拉丁语发表。晦涩

难懂的新拉丁语以及高斯独特的数学符号（例如，高斯用𝜋𝜋, 𝜈𝜈, 𝜇𝜇来表示样本数量，而非我们常用的𝑁𝑁）让
后续懒惰的学生们望而却步。也许，如果高斯早点发表这项成果，Cooley-Tukey 算法也就该改名了，科技

史专家库利先生也不必为了捍卫他的冠名权而奔走一生。但故事不止于此。 

  

图 3.2  高斯研究 FFT 的大致时间。图片来自[2] 

研究者推断，高斯大概是在 1805 年 10 月至 11 月完成的这项工作，这要比 1807 年傅里叶向法国科

学院提交论文还早两年！而他最早的手稿可能写于 1804 年。或许，离散傅里叶变换应该改名叫做高斯变

换，也确实有人这么做了[2]。碍于时代和语言的障碍，高斯的工作被历史尘封，可能连他自己也没有意识

到这个不起眼的工作的重要性。历史也并没有记载过，他对傅里叶变换的命名有什么不满。拥有一百一
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十多项数学成果冠名的数学王子，可能对此也并不在乎。 

前面提到，傅里叶变换的连续形式其实已经被欧拉提出，而离散的形式又可以叫做高斯变换。如此

看来，傅里叶变换就没傅里叶什么事了。其实不然，尽管前人和同时代的高斯做了很多工作，但敢于越

过雷池，第一次提出任何周期函数都可以分解为三角级数这一深刻思想，并给出正确形式的依然是傅里

叶。如果没有傅里叶，人类也许只能等待某个新拉丁语专家，从卷帙浩繁的高斯手稿中翻出后世信息学

的基石，也不知道信息科学会因此迟滞多少年。 

高斯也不是唯一一个在库利和图基之前提出类似方法的人[9]，龙格是其中最为著名的一位。在 1903、

1905 年发表的两篇论文以及与柯尼希合著的书中，都提到了一种通过计算两个𝑁𝑁点的傅里叶变换来计算

2𝑁𝑁点傅里叶变换的方法。但这一方法在适用的数列长度上有局限性。包括开尔文爵士在内的一系列科学

家都曾试图推广龙格的方法。然而，龙格并没有想过用这个方法计算 4 阶以上的傅里叶变换，因为囿于

十九世纪的科技发展，4 阶傅里叶级数在当时已经够用了。 

  

图 3.3 FFT 类似算法发明者一览。图片来自[2] 

这也难怪，最后将这一算法带到世界面前的，是曾经与冯诺依曼合作设计早期计算机、发明了"bit"

一词的图基。1925 年，龙格从哥廷根大学退休，而年轻的冯诺依曼距离从布达佩斯大学毕业却还有一年

时间。科学的发展总是与时代相辅相成，现代计算机的发明使得人类的计算能力得到了迅猛发展，技术

进步（尤其是信息技术和智能技术的飞速发展）也使得人类面临的问题变得越来越复杂。如果没有这些

新的问题的推动，也就不可能催生出后续的工程技术。如果让高斯来对一张北京大学的照片做一个傅里
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叶变换，高斯或许会认为这是马可波罗从东方神秘大国带来的巫术。与大多数冠名权之争不同，这次小

小的争端不过是历史滚滚向前的车轮扬起的一片尘埃罢了。有诗云： 

高斯遗珠沉沧海，百年求索炳春秋。 

尔曹身与名俱灭，不废江河万古流。 
 

 


