
系统与控制纵横     2022年第2期32

专家论丛

状态空间方法 vs 全驱系统方法（V）

——关于反馈线性化的探讨

段广仁  

南方科技大学 控制科学技术研究院   

哈尔滨工业大学 控制理论与制导技术研究中心

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
摘要  反馈线性化是解决非线性系统镇定问题的一种重要方法，在非线性控制理论中占有重要的地位。
受物理上全驱系统控制特性的启发，我们近期提出了非线性控制系统设计的全驱系统方法。方法的出
发点是通过变量消元和等价变换将原系统化成一个数学上的高阶全驱系统。由于所化得的高阶全驱系
统存在控制律使得闭环系统为一个定常的线性系统，它与反馈线性化方法的区别就成了众所关心的问
题。本文论述了全驱系统方法与反馈线性化方法的多方面差别，指出了全驱系统方法能解反馈线性化
方法之所能，同时也用多个例子证明了全驱系统方法还能解反馈线性化方法所不能。 
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0  引子 

全驱系统方法[1—17]与反馈线性化方法的关系现在已经是一个不得不说的话题了。为什么呢？因为利

用全驱系统方法也可以获得一个线性定常的闭环系统，且闭环特征多项式可以任意配置。从这一结果

上看，它和非线性系统的反馈线性化方法有相似之处。 

一些研究非线性系统反馈线性化的学者，和一些学术洞察力和敏感性较强的学者，自然都会问及

这样的问题：高阶全驱系统方法和反馈线性化方法究竟有什么差别？二者是不是一回事儿？ 

目前我们已经完成了该系列的前四篇学术杂文[18—21]，分别从全局镇定、能控性、综合能力和线

性系统理论的作用等四个角度阐述了状态空间方法和全驱系统方法的区别和联系。在该文中，我们将

详细讨论高阶全驱系统方法和非线性系统反馈线性化方法之间的区别。其实二者的差异是多方面的，

远不是一回事儿。反馈线性化只是全驱系统方法中很小的一部分，这关系就像矩阵运算包含标量运算

一样。 

1  关于反馈线性化 

反馈线性化方法在非线性控制理论中的地位至关重要。反馈线性化是状态空间方法中的一个具体

问题，即对于状态空间模型描述的系统，求取一个状态反馈控制律，使得闭环系统为一个能控的线性

系统。但为严谨起见，我们还是探究一下它的严格定义。 

1.1  定义 

我们来看一下业界公认的几部非线性系统方面的学术著作。 

首先是程代展研究员的著作《非线性系统的几何理论》。书中第 238 页给出了反馈线性化的严格定

义。这个定义要求反馈控制律的光滑性，具体说是要求了反馈控制律无穷可微。 

其次是 Alberto Isidori的著作《Nonlinear Control Systems》(第三版, 1995)。该书在其 228—229页给出

了反馈线性化的定义。这个定义同样要求了反馈控制律的光滑性，具体用到了反馈控制律的一阶偏导

数。 

另外还有 Hassan K. Khalil的两部著作，《Nonlinear Systems》（第三版，2002）和《Nonlinear Control》

（2015）。这两部著作中给出的定义（分别见 508 页和 201 页）均没有要求控制律的光滑性，但是前者

要求了同胚变换的值域要包含原点，而且还必须包含原点为内点；后者要求同胚变换要把原点映射为

原点。 

可见，反馈线性化要求了两类条件：一个是控制律的光滑性，另一个是其中的同胚变换保持原点

不变。 

另外，值得指出的是，上面提及的几种反馈线性化定义之中所讨论的系统都是下述形式的确定性

定常非线性系统： 

 𝑥̇𝑥 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑢𝑢 （1） 

1.2  条件与算法 

我们再看控制系统可反馈线性化的充要条件。有些文献和著作还给了多输入系统可反馈线性化的

充要条件，但是单输入系统反馈线性化的充要条件则是相当经典的，出现的频度很高，并且结果的表

述在各部著作中也都是几乎相同的。这自然引发了一个猜想：即上述各种反馈线性化定义是相互等价

的。也就是说，直接要求控制律的光滑性和坐标变换后的原点仍在新系统定义域之中这两件事情应该

是等价的，否则就必然有某个定义是错误的。当然，也存在另一种可能，即上述著作中的某个定义表

述并不严格。 

如果要求了控制律的光滑性，反馈线性化就很好界定了，不光滑的控制律就一定不是反馈线性化

控制律。如果从内点条件出发，也能有效地界定反馈线性化控制律。这一点我们后面再说。 

另一方面，人们还给出了解决控制系统反馈线性化问题的一般步骤。充要条件有了，又有了一般

算法，这个问题似乎彻底解决了。但实际上这个算法并不是百分之百地好用，因为它首先需要求得一

个系统输出，然后对这个输出向量一步步地求导。如果最后获得的相对阶满足要求，便实现了系统的
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反馈线性化。但是，很多情况下人们不知道如何找到这样的输出向量。所以，这种求解方法看似程序

化，但许多情况下很难实现。另外，给出的充要条件当然在理论上是非常重要的，但在应用上却多少

有些中看不中用。它对于我们求解问题有一定的帮助，但不能保证一定解决问题——即使证明了反馈

线性化控制律的存在性，也不一定能够求得问题的解。 

2  全驱系统方法与反馈线性化方法的区别 

清楚了反馈线性化的定义，我们现在可以分析它和全驱系统方法的差别了。 

2.1  多方面差别 

第一点，二者的研究对象不同：反馈线性化只研究状态空间模型描述的系统，而全驱系统方法是

从系统建模出发，所研究的对象可以是任何形式的系统。 

第二点，二者不是一个层面上的问题：反馈线性化是状态空间方法框架下诸多问题中的一个具体

问题，而全驱系统方法是包括建模、分析、设计、应用的控制系统分析设计的一般方法，是和状态空

间方法在同一个层面的东西。 

第三点，二者的出发点不同：反馈线性化方法是怎样提出的？如果我们翻阅非线性系统方面的各

大名著，反馈线性化都是在书中后半部以一个具体的设计问题提出的，一般以一章的篇幅加以讨论。

而全驱系统方法则是因为人们感受到了状态空间方法的局限性，同时受到物理上全驱系统控制特性的

启发而产生的。它是从底层的建模出发来建立一个完整的控制系统分析与设计体系。 

第四点，二者的要求不同：反馈线性化要求求得的状态反馈控制律是光滑的，获得的闭环系统为

能控的。而全驱系统方法是通过建立系统的高阶全驱系统模型来实现控制系统的设计，具体的控制律

是否光滑，是否连续都没有要求，而且也不要求所获得的高阶全驱系统的能控性。另外，在有些情况

下，全驱系统方法也不一定非要局限到建立系统的一个等价高阶全驱系统模型，也可以建立一个更一

般的高阶模型，只要其中包含一个或多个高阶全驱子系统，可用全驱系统的思想来处理即可。 

第五点，二者的目的不同：反馈线性化方法最终以获得一个能控的线性系统为目的；而全驱系统

方法以完成系统的控制为目的。虽然我们建立的高阶全驱系统方法允许对消掉系统中的非线性，从而

获得一个希望的定常线性闭环系统，但有些情况下为了达到某个特定的控制目的我们也可以不这样做。

比如说为了减少控制能量在闭环系统中留下一些非线性项，比如说为了某种记忆要求在闭环系统中配

置一些时滞项等等。很多情况下我们可以设计一个时变的控制律、一个切换的控制律，而最终只要实

现闭环系统的设计要求即可。 

第六点，二者的范畴不同：反馈线性化方法基本上只研究前述的非常典型的一类定常的确定性非

线性系统（1）。如果在系统中加上时间、滞后、干扰、非光滑甚至非连续的苛刻条件，请问我们还能

够找到某个输出变量，然后通过对其求导获得一个能控的线性系统吗？请问我们还能够用李导数给出

一个充要条件吗？但对于高阶全驱系统方法而言，它可以研究时变系统和时滞系统[14—17]，也可以研究

带有干扰、不确定性、未知参数、随机变量等各种因素的系统。 

第七点，二者的可操作性不同：首先，反馈线性化方法依赖李导数，让控制工程师很难接受和使

用。另外，在使用反馈线性化方法时，寻找合适的输出是决定性的一步，但却是一件不容易的事。这

就限制了该方法的实际应用。而全驱系统方法很灵活，无论是从状态空间模型出发，还是从实际系统

的原始的二阶、高阶乃至混合阶模型出发，获取高阶全驱系统的过程主要是各种等价变换。这是一个

可以“八仙过海，各显神通”的过程，是简单、方便、灵活的。目标是得到一个高阶全驱系统，但过

程和方法不限。因此，只要有一定数学基础的人都可以运用。虽然该过程本质上一定隐含或者涉及同

胚变换，但是一位控制工程师就可以通过简单的代数和微分运算在“不知不觉”中完成这种操作。 
关于第八点，我们在下一小节中适当展开来说。 

2.2  行其所能亦行其所不能 

第八点，全驱系统方法可解反馈线性化方法之所能，还可解反馈线性化方法所不能。反馈线性化

方法能做的，全驱系统方法都能做，因为我们从理论上严格证明了任何一个可反馈线性化的系统都等

价于一个高阶全驱系统（详见参考文献[1,13]）。当然，此时我们也可以把反馈线性化的操作过程看做求

取高阶全驱系统的一种方法。 

首先前面已经说过，全驱系统方法是以底层建模为基础的一种控制方法，可以适用于各种系统，

如时变系统、时滞系统、广义系统、随机系统、连续系统、离散系统、受扰系统、不确定系统、切换

系统等，但至少在前述的非线性领域重要著作里，反馈线性化只是针对连续的确定性定常系统定义的。

或许有人说反馈线性化也可以推广，但可否能有这么大层面的推广令人怀疑，因为它一开始就没有这

么大的抱负和度量。 

另一方面，我们决不能过度狭义地去看待全驱系统方法。说是全驱系统方法，就只能研究纯粹的

全驱系统模型（也即大范围全驱系统）的控制，这种理解是错误的。 

许多动态系统都可以用全驱系统模型来表达。凡是能够化成（大范围）全驱系统模型的系统都在

研究之列；凡是能够化成亚全驱系统模型[10,15]的系统也在研究之列。更一般地说，凡是能够部分地化成

全驱或者亚全驱系统模型的系统也都在研究之列。那么请问，这其中又有多少可用传统的反馈线性化

方法来解决呢？答案是少得可怜！因为只有第一类，也即可化为（大范围）全驱系统模型的系统可以。

而且还不是全部，只是其中的一部分。了解全驱系统方法的人都知道全驱系统模型还分为单阶的和多

阶的。按照传统的反馈线性化处理方法所能解决的系统对象只是那些可化为单阶的全驱系统模型的系

统，这显然便排除了全驱系统方法所能解决的大部分问题。 

理论上说，反馈线性化要求获得一个能控的线性系统，单从这一点讲，许多不完全能控的系统自

然就被排除了。这句话是对的，因为同胚变换不会改变能控性。同时，这句话也是很有说服力的，相

信很多人会理解。但也可能会有人去纠结什么是能控的非线性系统，因为非线性系统的能控性理论还

很不完善[19]，定义繁多。 

众所周知，每一个线性系统都可以分解成一个能控部分和一个不能控部分。其不能控部分是一个

没有控制量作用的系统。对于非线性系统来说，情形也是类似的，一个不完全能控的非线性系统也可

以化成一个能控部分，由一个高阶全驱系统模型来表达，和一个不能控部分，由一个不含控制量的系
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反馈线性化。但是，很多情况下人们不知道如何找到这样的输出向量。所以，这种求解方法看似程序

化，但许多情况下很难实现。另外，给出的充要条件当然在理论上是非常重要的，但在应用上却多少

有些中看不中用。它对于我们求解问题有一定的帮助，但不能保证一定解决问题——即使证明了反馈

线性化控制律的存在性，也不一定能够求得问题的解。 

2  全驱系统方法与反馈线性化方法的区别 

清楚了反馈线性化的定义，我们现在可以分析它和全驱系统方法的差别了。 

2.1  多方面差别 

第一点，二者的研究对象不同：反馈线性化只研究状态空间模型描述的系统，而全驱系统方法是

从系统建模出发，所研究的对象可以是任何形式的系统。 

第二点，二者不是一个层面上的问题：反馈线性化是状态空间方法框架下诸多问题中的一个具体

问题，而全驱系统方法是包括建模、分析、设计、应用的控制系统分析设计的一般方法，是和状态空

间方法在同一个层面的东西。 

第三点，二者的出发点不同：反馈线性化方法是怎样提出的？如果我们翻阅非线性系统方面的各

大名著，反馈线性化都是在书中后半部以一个具体的设计问题提出的，一般以一章的篇幅加以讨论。

而全驱系统方法则是因为人们感受到了状态空间方法的局限性，同时受到物理上全驱系统控制特性的

启发而产生的。它是从底层的建模出发来建立一个完整的控制系统分析与设计体系。 

第四点，二者的要求不同：反馈线性化要求求得的状态反馈控制律是光滑的，获得的闭环系统为

能控的。而全驱系统方法是通过建立系统的高阶全驱系统模型来实现控制系统的设计，具体的控制律

是否光滑，是否连续都没有要求，而且也不要求所获得的高阶全驱系统的能控性。另外，在有些情况

下，全驱系统方法也不一定非要局限到建立系统的一个等价高阶全驱系统模型，也可以建立一个更一

般的高阶模型，只要其中包含一个或多个高阶全驱子系统，可用全驱系统的思想来处理即可。 

第五点，二者的目的不同：反馈线性化方法最终以获得一个能控的线性系统为目的；而全驱系统

方法以完成系统的控制为目的。虽然我们建立的高阶全驱系统方法允许对消掉系统中的非线性，从而

获得一个希望的定常线性闭环系统，但有些情况下为了达到某个特定的控制目的我们也可以不这样做。

比如说为了减少控制能量在闭环系统中留下一些非线性项，比如说为了某种记忆要求在闭环系统中配

置一些时滞项等等。很多情况下我们可以设计一个时变的控制律、一个切换的控制律，而最终只要实

现闭环系统的设计要求即可。 

第六点，二者的范畴不同：反馈线性化方法基本上只研究前述的非常典型的一类定常的确定性非

线性系统（1）。如果在系统中加上时间、滞后、干扰、非光滑甚至非连续的苛刻条件，请问我们还能

够找到某个输出变量，然后通过对其求导获得一个能控的线性系统吗？请问我们还能够用李导数给出

一个充要条件吗？但对于高阶全驱系统方法而言，它可以研究时变系统和时滞系统[14—17]，也可以研究

带有干扰、不确定性、未知参数、随机变量等各种因素的系统。 

第七点，二者的可操作性不同：首先，反馈线性化方法依赖李导数，让控制工程师很难接受和使

用。另外，在使用反馈线性化方法时，寻找合适的输出是决定性的一步，但却是一件不容易的事。这

就限制了该方法的实际应用。而全驱系统方法很灵活，无论是从状态空间模型出发，还是从实际系统

的原始的二阶、高阶乃至混合阶模型出发，获取高阶全驱系统的过程主要是各种等价变换。这是一个

可以“八仙过海，各显神通”的过程，是简单、方便、灵活的。目标是得到一个高阶全驱系统，但过

程和方法不限。因此，只要有一定数学基础的人都可以运用。虽然该过程本质上一定隐含或者涉及同

胚变换，但是一位控制工程师就可以通过简单的代数和微分运算在“不知不觉”中完成这种操作。 
关于第八点，我们在下一小节中适当展开来说。 

2.2  行其所能亦行其所不能 

第八点，全驱系统方法可解反馈线性化方法之所能，还可解反馈线性化方法所不能。反馈线性化

方法能做的，全驱系统方法都能做，因为我们从理论上严格证明了任何一个可反馈线性化的系统都等

价于一个高阶全驱系统（详见参考文献[1,13]）。当然，此时我们也可以把反馈线性化的操作过程看做求

取高阶全驱系统的一种方法。 

首先前面已经说过，全驱系统方法是以底层建模为基础的一种控制方法，可以适用于各种系统，

如时变系统、时滞系统、广义系统、随机系统、连续系统、离散系统、受扰系统、不确定系统、切换

系统等，但至少在前述的非线性领域重要著作里，反馈线性化只是针对连续的确定性定常系统定义的。

或许有人说反馈线性化也可以推广，但可否能有这么大层面的推广令人怀疑，因为它一开始就没有这

么大的抱负和度量。 

另一方面，我们决不能过度狭义地去看待全驱系统方法。说是全驱系统方法，就只能研究纯粹的

全驱系统模型（也即大范围全驱系统）的控制，这种理解是错误的。 

许多动态系统都可以用全驱系统模型来表达。凡是能够化成（大范围）全驱系统模型的系统都在

研究之列；凡是能够化成亚全驱系统模型[10,15]的系统也在研究之列。更一般地说，凡是能够部分地化成

全驱或者亚全驱系统模型的系统也都在研究之列。那么请问，这其中又有多少可用传统的反馈线性化

方法来解决呢？答案是少得可怜！因为只有第一类，也即可化为（大范围）全驱系统模型的系统可以。

而且还不是全部，只是其中的一部分。了解全驱系统方法的人都知道全驱系统模型还分为单阶的和多

阶的。按照传统的反馈线性化处理方法所能解决的系统对象只是那些可化为单阶的全驱系统模型的系

统，这显然便排除了全驱系统方法所能解决的大部分问题。 

理论上说，反馈线性化要求获得一个能控的线性系统，单从这一点讲，许多不完全能控的系统自

然就被排除了。这句话是对的，因为同胚变换不会改变能控性。同时，这句话也是很有说服力的，相

信很多人会理解。但也可能会有人去纠结什么是能控的非线性系统，因为非线性系统的能控性理论还

很不完善[19]，定义繁多。 

众所周知，每一个线性系统都可以分解成一个能控部分和一个不能控部分。其不能控部分是一个

没有控制量作用的系统。对于非线性系统来说，情形也是类似的，一个不完全能控的非线性系统也可

以化成一个能控部分，由一个高阶全驱系统模型来表达，和一个不能控部分，由一个不含控制量的系
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统来表达。我们在文[10]中将这类系统称为“type I system”。对于这类系统，乃至于带有不确定性的这

类系统的控制问题[22]，都可以用全驱系统方法来解决。但这绝不可能落在反馈线性化方法的解决范畴

了。 

还有状态信息不完全可测的全驱系统或者亚全驱系统，都可以通过引入全驱系统框架下的状态观

测器来实现控制。这些问题对于反馈线性化方法而言，也都不在其所研究的问题范围之内。 

3  两个示例 

当一个系统不能反馈线性化时，反馈线性化方法当然只能退出了。然而利用全驱系统方法，我们
还可以给出进一步的分析。现在我们就举两个这样的例子。 

3.1  示例一 

考虑一个简单的二维系统 

 {𝑥̇𝑥1 = 𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2
3

𝑥̇𝑥2 = 𝑢𝑢             （2） 

该系统不存在光滑的镇定控制律[23]，自然也是一个不可反馈线性化的系统。 
对于这么一个“小”系统，再追求什么样的控制律可以镇定系统已经没有意义了，因为已经有了

很多结果了（见[23]及其文献）。我们现在纠结的问题是，光滑的控制律不能镇定系统，那么它能干什
么？最后究竟能够做到什么程度？ 

遵循全驱系统方法的设计思想，先把这个系统化成高阶全驱系统 

 𝑥̈𝑥1 = 𝑥̇𝑥1 + 3(𝑥̇𝑥1 − 𝑥𝑥1)
2
3𝑢𝑢 （3） 

显然，这不是一个（大范围）全驱系统，而是一个单阶的亚全驱系统，其可行集由条件𝑥̇𝑥1 ≠ 𝑥𝑥1决
定。在可行集上定义下述控制律 

 𝑢𝑢 = − 1
3 (𝑥̇𝑥1 − 𝑥𝑥1)−2

3(𝑥̇𝑥1 + 𝑎𝑎0𝑥𝑥 + 𝑎𝑎1𝑥̇𝑥1) （4） 

则得闭环系统如下： 

 {𝑥̈𝑥1 + 𝑎𝑎1𝑥̇𝑥1 + 𝑎𝑎0𝑥𝑥1 = 0
𝑥̇𝑥1 ≠ 𝑥𝑥1                            （5） 

我们所获得的结果是这样的（详见[23]）：我们需要对系统的初值𝑥𝑥0 = 𝑥𝑥1(0), 𝑦𝑦0 = 𝑥̇𝑥1(0)做一下限
制，只有它们不落在图 1中的阴影部分，控制系统的状态轨迹就满足可行性条件，且指数收敛到原点。 

图 1  初值的指数吸引域 

这是 Lyapunov 镇定吗？显然不是。因为原点的任何邻域都不可能是收敛域。我们称这种镇定为亚

镇定，即在初值空间存在一个很大的指数吸引域，其上出发的全部系统状态轨迹都满足可行性条件且

指数收敛到原点。对于此例，图 1中阴影以外的部分都是指数吸引域。 

这种亚镇定不是 Lyapunov 镇定，那么它有意义吗？如果指数吸引域足够大，这种镇定在许多实际

问题中便够用了。对于系统初值来说，这世界很大，但我最终只用一个点。 

在亚稳定不满足实际应用需求时，我们可以至少做下述两种尝试： 

1) 如果系统存在非指数收敛的全局镇定控制律，我们可以在亚镇定的指数吸引域上使用亚镇定

控制律，在指数吸引域以外使用非指数控制律； 

2) 可以设计一个预设控制律，把从指数吸引域以外出发的轨迹先导引到指数吸引域内，然后再

切换成亚镇定控制律。值得注意的是，这种预设控制器很容易设计，因为此时的目标集，即

亚镇定的指数吸引域往往都很大。 

我们长期以来太倾心于 Lyapunov 稳定性了，即使是局部稳定也感觉很好。如果发现一个控制律不

能实现 Lyapunov 意义下的镇定，常常就“扭头走开”，不再去探究它是否仍然实用。Lyapunov 局部稳

定性的收敛域不过是一个球而已，比起许多亚镇定的指数吸引域往往都小得可怜。无论从直接的实际

应用角度，还是从作为 Lyapunov镇定的先期步骤角度来讲，亚镇定的意义都是重大的。 

3.2  示例二 

不要说上面的例子太特殊，其实非线性控制领域中的许多难题都是如此。这些例子都有一个共性，

就是其线性化系统不可控，甚至不可稳。否则的话，至少 Lyapunov 第一法便可以解决问题。在本节中，

我们进一步看一下如下的系统： 

 {
𝑥̇𝑥 = 𝑢𝑢 
𝑦̇𝑦 = 𝑣𝑣 
𝑧̇𝑧 = 𝑥𝑥𝑥𝑥

 （6） 
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统来表达。我们在文[10]中将这类系统称为“type I system”。对于这类系统，乃至于带有不确定性的这

类系统的控制问题[22]，都可以用全驱系统方法来解决。但这绝不可能落在反馈线性化方法的解决范畴

了。 

还有状态信息不完全可测的全驱系统或者亚全驱系统，都可以通过引入全驱系统框架下的状态观

测器来实现控制。这些问题对于反馈线性化方法而言，也都不在其所研究的问题范围之内。 

3  两个示例 

当一个系统不能反馈线性化时，反馈线性化方法当然只能退出了。然而利用全驱系统方法，我们
还可以给出进一步的分析。现在我们就举两个这样的例子。 

3.1  示例一 

考虑一个简单的二维系统 

 {𝑥̇𝑥1 = 𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2
3

𝑥̇𝑥2 = 𝑢𝑢             （2） 

该系统不存在光滑的镇定控制律[23]，自然也是一个不可反馈线性化的系统。 
对于这么一个“小”系统，再追求什么样的控制律可以镇定系统已经没有意义了，因为已经有了

很多结果了（见[23]及其文献）。我们现在纠结的问题是，光滑的控制律不能镇定系统，那么它能干什
么？最后究竟能够做到什么程度？ 

遵循全驱系统方法的设计思想，先把这个系统化成高阶全驱系统 

 𝑥̈𝑥1 = 𝑥̇𝑥1 + 3(𝑥̇𝑥1 − 𝑥𝑥1)
2
3𝑢𝑢 （3） 

显然，这不是一个（大范围）全驱系统，而是一个单阶的亚全驱系统，其可行集由条件𝑥̇𝑥1 ≠ 𝑥𝑥1决
定。在可行集上定义下述控制律 

 𝑢𝑢 = − 1
3 (𝑥̇𝑥1 − 𝑥𝑥1)−2

3(𝑥̇𝑥1 + 𝑎𝑎0𝑥𝑥 + 𝑎𝑎1𝑥̇𝑥1) （4） 

则得闭环系统如下： 

 {𝑥̈𝑥1 + 𝑎𝑎1𝑥̇𝑥1 + 𝑎𝑎0𝑥𝑥1 = 0
𝑥̇𝑥1 ≠ 𝑥𝑥1                            （5） 

我们所获得的结果是这样的（详见[23]）：我们需要对系统的初值𝑥𝑥0 = 𝑥𝑥1(0), 𝑦𝑦0 = 𝑥̇𝑥1(0)做一下限
制，只有它们不落在图 1中的阴影部分，控制系统的状态轨迹就满足可行性条件，且指数收敛到原点。 

图 1  初值的指数吸引域 

这是 Lyapunov 镇定吗？显然不是。因为原点的任何邻域都不可能是收敛域。我们称这种镇定为亚

镇定，即在初值空间存在一个很大的指数吸引域，其上出发的全部系统状态轨迹都满足可行性条件且

指数收敛到原点。对于此例，图 1中阴影以外的部分都是指数吸引域。 

这种亚镇定不是 Lyapunov 镇定，那么它有意义吗？如果指数吸引域足够大，这种镇定在许多实际

问题中便够用了。对于系统初值来说，这世界很大，但我最终只用一个点。 

在亚稳定不满足实际应用需求时，我们可以至少做下述两种尝试： 

1) 如果系统存在非指数收敛的全局镇定控制律，我们可以在亚镇定的指数吸引域上使用亚镇定

控制律，在指数吸引域以外使用非指数控制律； 

2) 可以设计一个预设控制律，把从指数吸引域以外出发的轨迹先导引到指数吸引域内，然后再

切换成亚镇定控制律。值得注意的是，这种预设控制器很容易设计，因为此时的目标集，即

亚镇定的指数吸引域往往都很大。 

我们长期以来太倾心于 Lyapunov 稳定性了，即使是局部稳定也感觉很好。如果发现一个控制律不

能实现 Lyapunov 意义下的镇定，常常就“扭头走开”，不再去探究它是否仍然实用。Lyapunov 局部稳

定性的收敛域不过是一个球而已，比起许多亚镇定的指数吸引域往往都小得可怜。无论从直接的实际

应用角度，还是从作为 Lyapunov镇定的先期步骤角度来讲，亚镇定的意义都是重大的。 

3.2  示例二 

不要说上面的例子太特殊，其实非线性控制领域中的许多难题都是如此。这些例子都有一个共性，

就是其线性化系统不可控，甚至不可稳。否则的话，至少 Lyapunov 第一法便可以解决问题。在本节中，

我们进一步看一下如下的系统： 

 {
𝑥̇𝑥 = 𝑢𝑢 
𝑦̇𝑦 = 𝑣𝑣 
𝑧̇𝑧 = 𝑥𝑥𝑥𝑥

 （6） 
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Brockett 在论文[24]中提出了两个很有影响的例子，这是第一个。针对这个例子，Brockett 给出了光

滑的镇定控制律。然而，即使存在光滑的镇定控制律，该系统仍然不存在反馈线性化控制律。 

我们不禁反问，为什么不能反馈线性化？究竟差在哪里？我们在文[10, 25]中用全驱系统方法做了

分析：首先求出了该系统的下述全驱系统模型 

 [𝑧̈𝑧
𝑦̇𝑦] = [𝑦𝑦 𝑧̇𝑧

𝑦𝑦
0 1

] [𝑢𝑢
𝑣𝑣]   或   [𝑧̈𝑧

𝑥̇𝑥] = [
𝑧̇𝑧
𝑥𝑥 𝑥𝑥
1 0

] [𝑢𝑢
𝑣𝑣] （7）

不同于系统（3），这是一个多阶的全驱系统模型。据此设计出对应的标准亚镇定控制律，最终求

得一个光滑控制律和一个具有希望特征多项式的闭环线性系统（详见[25]），但代价是初值 x(0)和 y(0)不

可以同时取 0，用数学公式表达就是 

 𝑥𝑥2(0) + 𝑦𝑦2(0) > 0 （8） 

其实这就是闭环系统的吸引域，是去除 z 轴之后的全空间，而空间的 z 轴就是闭环系统的非吸引

域。只要不在 z轴上取初值，系统轨迹就不会再碰到 z轴，且闭环系统就会满足下述指数收敛条件： 

𝑥𝑥 → 0, 𝑦𝑦 → 0, 𝑧𝑧 → 0;   𝑢𝑢 → 0, 𝑣𝑣 → 0 

仅仅要求系统的初值不能取在空间的 z 轴上！就是因为这样一个小小的初值要求，Lyapunov 意义

下的渐近稳定性没有了。为什么呢？因为有一条不可取值的直线穿过原点了，原点的任何邻域中都会

有该条直线上的点，因此 Lyapunov意义下的渐近稳定性要求无法满足，进而也就不能反馈线性化。 

我们平心而论，𝑥𝑥(0) ≠ 0或𝑦𝑦(0) ≠ 0这一初值限制条件影响大吗？只要不靠近空间的 z 轴，其他的

任何地方都可以取初值，取值空间无限广大。“危险”区域仅仅是三维状态空间中的一条直线而已，

体积为零，面积也为零。这岂不是“几乎”全局指数稳定嘛。 

我们再和 Lyapunov局部稳定的情形做一下比较吧，对于 Lyapunov局部稳定性来说，原点球域的边

缘及其外部空间都是危险区域，这不是大得很吗？体积是无穷大。这岂不是更危险？但即使这样，人

们却还能普遍接受这种 Lyapunov 局部稳定性，反倒是对于这种全驱系统方法获得的“几乎”全局指数

稳定性不感兴趣。 

当然，如果非要在 z轴上取初值，我们可以轻而易举地设计一个预设控制律先将系统轨迹脱离 z轴，

然后再由亚镇定控制律接管。 

上面这两个例子很特殊吗？其实不然，非线性控制领域中的许多难题都是如此。事实上，这两个

例子都有工程背景，而且二者的工程背景还是相同的。这些例子都有一个共性，就是其线性化系统不

可控，甚至不可稳。这才是真正的非线性，即本质非线性。否则的话，至少 Lyapunov 第一法便可以解

决问题。 

关于论文[24]中的第二个例子的讨论可见[26]。不同于第一例，该第二个例子连连续的定常镇定控

制律都没有。由于其情形复杂，并具有解法上的多样性，我们另文讨论。 

4  两点说明 

4.1  亚稳定与亚镇定 

在上面的例题 3.1和 3.2中，我们提及了亚镇定的说法。 

在非线性系统理论中，人们提出了许多特殊的例子，包括本文中提及的不可反馈线性化、不存在

连续或光滑镇定控制律的系统。这里所说的“不可”或“不存在”，其背后的实质是什么？尽管很多

学者都在试图寻求这个问题的答案，但是在状态空间方法的框架下所能给出的答案都是片面的、零碎

的，其中包括非完整系统和 Brockett定理的提出。 

全驱系统理论对这个问题给出了完整的解答：这种情况出现的原因是系统为亚全驱，即其等价全

驱系统模型存在奇异点或奇异集合。如果系统是定常的，根据奇异集合和原点（平衡点）的包含关系

可以断定何时没有连续的定常控制律（详细情形另文讨论）。 

但是，通过上述基于全驱系统方法的分析可见，这种“不可”或“不存在”有时候就差那么一丁

点儿，比如就差个𝑥𝑥(0) ≠ 0或𝑦𝑦(0) ≠ 0。而这种情况在很多情况下并非工程上不能用。在很多情况下，
这种不可取的初值范围在实际工程中就是不用的或者根本取不到的。退一步讲，此时的亚镇定指数吸

引域往往都远比 Lyapunov局部稳定性的吸引域要大得多，在一些问题中也许会更“安全”。 

从另一个角度看，这种现象也说明了一个问题：在动态系统稳定性方面，人们普遍接受的

Lyapunov 稳定性也是不全面的，不能概括工程上的所有情形，也有待补充。而这一需要补充的内容就

是所谓的动态系统的亚稳定性理论和控制系统的亚镇定理论，其核心特点是允许系统的吸引域是残缺

的，允许其上有“洞”、有“缝隙”。 

此文给出的关于全驱系统方法和反馈线性化方法的区别还都是表层的。事实上，关于何时能够全

局反馈线性化，何时能够局部线性化，何时不能反馈线性化等问题，利用全驱系统方法都可以明确地

分析清楚。但揭示这些深层次关系尚须有亚镇定理论的支持。限于篇幅，关于控制系统亚稳定性和亚

镇定性理论将另文介绍。 

4.2  包含关系 

前面已经充分说明，高阶全驱系统亦可解反馈线性化方法之所能，又可解反馈线性化方法所不能，

所以二者是“严格包含”关系，即反馈线性化方法可以处理的系统集合是高阶全驱系统方法可以处理

的系统集合的真子集。可是，就所处理的系统范围来讲，二者是有交集的。正是因为这个交集的存在，

才有人认为全驱系统方法是反馈线性化方法的变种。但实际上，这个交集是很小的，它只对应与那些

可以化为单阶的（大范围）全驱系统模型的系统。 

宇宙包含高山大海，在高山和大海中看宇宙，就把高山大海当成了整个宇宙。只摸到了大象的一

条腿，“原来大象就是一个木桩！”；只摸到了大象的一只耳朵，“原来大象就是一叶芭蕉！”；只

摸到了大象的鼻子，“原来大象就是一条蟒蛇！”所以，全驱系统方法一会儿是反馈线性化，一会儿

又是动态逆控制，一会儿又是微分平坦，……。因为它太“大”，和状态空间方法一样，是一般性的

方法论，自然和很多东西都有交集。在这些交集上它是点特殊的什么东西又有何妨。 
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Brockett 在论文[24]中提出了两个很有影响的例子，这是第一个。针对这个例子，Brockett 给出了光

滑的镇定控制律。然而，即使存在光滑的镇定控制律，该系统仍然不存在反馈线性化控制律。 

我们不禁反问，为什么不能反馈线性化？究竟差在哪里？我们在文[10, 25]中用全驱系统方法做了

分析：首先求出了该系统的下述全驱系统模型 

 [𝑧̈𝑧
𝑦̇𝑦] = [𝑦𝑦 𝑧̇𝑧

𝑦𝑦
0 1

] [𝑢𝑢
𝑣𝑣]   或   [𝑧̈𝑧

𝑥̇𝑥] = [
𝑧̇𝑧
𝑥𝑥 𝑥𝑥
1 0

] [𝑢𝑢
𝑣𝑣] （7）

不同于系统（3），这是一个多阶的全驱系统模型。据此设计出对应的标准亚镇定控制律，最终求

得一个光滑控制律和一个具有希望特征多项式的闭环线性系统（详见[25]），但代价是初值 x(0)和 y(0)不

可以同时取 0，用数学公式表达就是 

 𝑥𝑥2(0) + 𝑦𝑦2(0) > 0 （8） 

其实这就是闭环系统的吸引域，是去除 z 轴之后的全空间，而空间的 z 轴就是闭环系统的非吸引

域。只要不在 z轴上取初值，系统轨迹就不会再碰到 z轴，且闭环系统就会满足下述指数收敛条件： 

𝑥𝑥 → 0, 𝑦𝑦 → 0, 𝑧𝑧 → 0;   𝑢𝑢 → 0, 𝑣𝑣 → 0 

仅仅要求系统的初值不能取在空间的 z 轴上！就是因为这样一个小小的初值要求，Lyapunov 意义

下的渐近稳定性没有了。为什么呢？因为有一条不可取值的直线穿过原点了，原点的任何邻域中都会

有该条直线上的点，因此 Lyapunov意义下的渐近稳定性要求无法满足，进而也就不能反馈线性化。 

我们平心而论，𝑥𝑥(0) ≠ 0或𝑦𝑦(0) ≠ 0这一初值限制条件影响大吗？只要不靠近空间的 z 轴，其他的

任何地方都可以取初值，取值空间无限广大。“危险”区域仅仅是三维状态空间中的一条直线而已，

体积为零，面积也为零。这岂不是“几乎”全局指数稳定嘛。 

我们再和 Lyapunov局部稳定的情形做一下比较吧，对于 Lyapunov局部稳定性来说，原点球域的边

缘及其外部空间都是危险区域，这不是大得很吗？体积是无穷大。这岂不是更危险？但即使这样，人

们却还能普遍接受这种 Lyapunov 局部稳定性，反倒是对于这种全驱系统方法获得的“几乎”全局指数

稳定性不感兴趣。 

当然，如果非要在 z轴上取初值，我们可以轻而易举地设计一个预设控制律先将系统轨迹脱离 z轴，

然后再由亚镇定控制律接管。 

上面这两个例子很特殊吗？其实不然，非线性控制领域中的许多难题都是如此。事实上，这两个

例子都有工程背景，而且二者的工程背景还是相同的。这些例子都有一个共性，就是其线性化系统不

可控，甚至不可稳。这才是真正的非线性，即本质非线性。否则的话，至少 Lyapunov 第一法便可以解

决问题。 

关于论文[24]中的第二个例子的讨论可见[26]。不同于第一例，该第二个例子连连续的定常镇定控

制律都没有。由于其情形复杂，并具有解法上的多样性，我们另文讨论。 

4  两点说明 

4.1  亚稳定与亚镇定 

在上面的例题 3.1和 3.2中，我们提及了亚镇定的说法。 

在非线性系统理论中，人们提出了许多特殊的例子，包括本文中提及的不可反馈线性化、不存在

连续或光滑镇定控制律的系统。这里所说的“不可”或“不存在”，其背后的实质是什么？尽管很多

学者都在试图寻求这个问题的答案，但是在状态空间方法的框架下所能给出的答案都是片面的、零碎

的，其中包括非完整系统和 Brockett定理的提出。 

全驱系统理论对这个问题给出了完整的解答：这种情况出现的原因是系统为亚全驱，即其等价全

驱系统模型存在奇异点或奇异集合。如果系统是定常的，根据奇异集合和原点（平衡点）的包含关系

可以断定何时没有连续的定常控制律（详细情形另文讨论）。 

但是，通过上述基于全驱系统方法的分析可见，这种“不可”或“不存在”有时候就差那么一丁

点儿，比如就差个𝑥𝑥(0) ≠ 0或𝑦𝑦(0) ≠ 0。而这种情况在很多情况下并非工程上不能用。在很多情况下，
这种不可取的初值范围在实际工程中就是不用的或者根本取不到的。退一步讲，此时的亚镇定指数吸

引域往往都远比 Lyapunov局部稳定性的吸引域要大得多，在一些问题中也许会更“安全”。 

从另一个角度看，这种现象也说明了一个问题：在动态系统稳定性方面，人们普遍接受的

Lyapunov 稳定性也是不全面的，不能概括工程上的所有情形，也有待补充。而这一需要补充的内容就

是所谓的动态系统的亚稳定性理论和控制系统的亚镇定理论，其核心特点是允许系统的吸引域是残缺

的，允许其上有“洞”、有“缝隙”。 

此文给出的关于全驱系统方法和反馈线性化方法的区别还都是表层的。事实上，关于何时能够全

局反馈线性化，何时能够局部线性化，何时不能反馈线性化等问题，利用全驱系统方法都可以明确地

分析清楚。但揭示这些深层次关系尚须有亚镇定理论的支持。限于篇幅，关于控制系统亚稳定性和亚

镇定性理论将另文介绍。 

4.2  包含关系 

前面已经充分说明，高阶全驱系统亦可解反馈线性化方法之所能，又可解反馈线性化方法所不能，

所以二者是“严格包含”关系，即反馈线性化方法可以处理的系统集合是高阶全驱系统方法可以处理

的系统集合的真子集。可是，就所处理的系统范围来讲，二者是有交集的。正是因为这个交集的存在，

才有人认为全驱系统方法是反馈线性化方法的变种。但实际上，这个交集是很小的，它只对应与那些

可以化为单阶的（大范围）全驱系统模型的系统。 

宇宙包含高山大海，在高山和大海中看宇宙，就把高山大海当成了整个宇宙。只摸到了大象的一

条腿，“原来大象就是一个木桩！”；只摸到了大象的一只耳朵，“原来大象就是一叶芭蕉！”；只

摸到了大象的鼻子，“原来大象就是一条蟒蛇！”所以，全驱系统方法一会儿是反馈线性化，一会儿

又是动态逆控制，一会儿又是微分平坦，……。因为它太“大”，和状态空间方法一样，是一般性的

方法论，自然和很多东西都有交集。在这些交集上它是点特殊的什么东西又有何妨。 
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5  结束语 

近 30 年来，国内外关于控制基础理论的研究越来越难，越来越少，研究结果的普适性越来越差。

人们更倾向于研究控制方法的应用问题；状态空间方法框架下的控制理论之路已经越来越难走，人们

纷纷选择了回避。然而无论是什么样的控制应用问题，最终总要归结到控制系统设计理论和方法上来。

控制系统设计理论和方法的水平必然要限制这些控制应用的水平。 

一个物理系统的最原始模型是基于物理定律建立起来的一定个数的初始方程。而一阶状态空间模

型和高阶全驱系统模型分别是两个极端情形——一阶状态空间模型是用最多个数的方程来描述系统

（所以是一阶的），而全驱系统模型则是用最少个数的方程来描述系统；一阶状态空间模型是用最低阶

的方程来描述系统，而全驱系统模型则是用最高阶的方程来描述系统。高阶全驱系统方法以高阶全驱

系统模型为基础来研究控制系统的分析与设计，相较于状态空间方法是完全不同的方法论，已经部分

地解决了控制系统的全局镇定问题和非线性系统的能控性分析问题，开辟了一条崭新的路线。希望国

内控制界人士和机构能够大力支持这一原创性理论的研究。 

高阶全驱系统理论是一个非常广阔的开拓性研究领域！衷心希望我国更多的年轻学者加入这一领

域的研究中来，尽快做出一批具有原创性和颠覆性的成果，推动非线性控制理论的发展。 
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5  结束语 

近 30 年来，国内外关于控制基础理论的研究越来越难，越来越少，研究结果的普适性越来越差。

人们更倾向于研究控制方法的应用问题；状态空间方法框架下的控制理论之路已经越来越难走，人们

纷纷选择了回避。然而无论是什么样的控制应用问题，最终总要归结到控制系统设计理论和方法上来。

控制系统设计理论和方法的水平必然要限制这些控制应用的水平。 

一个物理系统的最原始模型是基于物理定律建立起来的一定个数的初始方程。而一阶状态空间模

型和高阶全驱系统模型分别是两个极端情形——一阶状态空间模型是用最多个数的方程来描述系统

（所以是一阶的），而全驱系统模型则是用最少个数的方程来描述系统；一阶状态空间模型是用最低阶

的方程来描述系统，而全驱系统模型则是用最高阶的方程来描述系统。高阶全驱系统方法以高阶全驱

系统模型为基础来研究控制系统的分析与设计，相较于状态空间方法是完全不同的方法论，已经部分

地解决了控制系统的全局镇定问题和非线性系统的能控性分析问题，开辟了一条崭新的路线。希望国

内控制界人士和机构能够大力支持这一原创性理论的研究。 

高阶全驱系统理论是一个非常广阔的开拓性研究领域！衷心希望我国更多的年轻学者加入这一领

域的研究中来，尽快做出一批具有原创性和颠覆性的成果，推动非线性控制理论的发展。 
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