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泛维矩阵的数学理论

矩阵理论无论对自然科学还是数学本身，都

是最重要的基本工具之一。矩阵的概念早已有

之，它就诞生于我们的祖国。在Katz的数学史一

书中指出：“矩阵的概念有很长的历史，它至少

可以追遡到汉朝，中国的学者为解线性方程组而

引进了矩阵[1]。”而矩阵理论真正成为一个数学分

支还主要是在19世纪，源于A. Cayley, J.J. Sylvester, 

G. Frobenius等人的工作。

虽然矩阵理论是一个非常有用的工具，但它

仍有一些弱点。首先，从计算角度看，它不像数

的运算那样具有一般性。主要区别在于(i) 矩阵乘

法有维数限制；(ii) 矩阵乘法不可交换。其次，从

应用角度看，矩阵（以及作为它特例的向量）在

描述和研究一维或二维数组时十分有效。但是，

如果讨论高维数组，矩阵方法并不方便。

因此，20世纪80年代，一些学者提出用“立

体矩阵”来刻画三维数组。立体矩阵公式复杂，

并且无法推广到更高维数组中去。还有如多边矩

阵理论等，试图解决这些问题。虽然立体矩阵甚

至多边矩阵都得到了一些应用，但其计算上的复

杂性妨碍了它们的发展。

经过若干年的前期探索，矩阵半张量积理论

于2001年被正式推出[2]。矩阵半张量积是矩阵普

通乘积的一种推广，它可用于任意两个矩阵，因

此突破了普通矩阵乘法的维数限制。它具有若干

“交换”性质，在一定程度上克服了矩阵乘法的

不可交换性。它可以方便地应用于多线性映射，

从而使矩阵方法可以有效地处理高维数组。更为

突出的一个优点是，所有的普通矩阵乘法的主要

性质都被这种推广保留了下来。
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正是由于矩阵半张量积的这些优点，它出现

之后迅速得到广泛的应用。它最初主要应用于连

续动态系统的建模、控制及其数值化实现，例如

在电力系统安全稳定控制中的应用[3]。2008年以

后，它被用于逻辑系统的分析与控制，得到很大

成功，初步形成了较完整的逻辑系统的控制理论
[4]。从2012年开始，它又被应用于有限博弈[5,6]，解

决了博弈论中一些长期未决的难题，例如，势博

弈的检验问题[7]，有限博弈空间的分解问题[8,9]等。

目前，矩阵半张量积已被运用到众多领域的

研究中，包括(i)逻辑动态系统，(ii) 生物系统（基

因调控网络），(iii) 图论与队型控制，(iv) 线路设

计与故障检测，(v) 有限自动机与符号动力学，(vi) 

密码学与编码，(vii) 模糊系统控制等。此外，它还

被成功地应用于电力系统，混合动力机车等工程

问题的设计中。更多的情况可参考一些国内、外

学者关于矩阵半张量积的综述文章[10,11,12]。

矩阵半张量积的研究队伍正不断扩大，相关

论文已有上千篇，作者单位包括（不完全统计) 

国内的北京大学、清华大学、哈尔滨工业大学、

哈尔滨工程大学、东北大学、青岛海洋大学、北

京理工大学、北京邮电大学、南开大学、山东大

学、山东师范大学、聊城大学、上海交通大学、

同济大学、东南大学、南京师范大学、电子科技

大学、中南大京、华南理工大学、浙江师范大

学、华东科技大学、山东科技大学、河北工业大

学、中科院系统所、中科院信息工程所等。国际

学者来自意大利、以色列、日本、美国、英国、

俄罗斯、瑞典、南非、德国、澳大利亚、匈牙

利、新加坡、伊朗、沙特阿拉伯等。

到目前为止，关于矩阵半张量积的研究主要

集中于它的应用。在它的发展过程中也遇到许多

质疑：包括它的原创性，它的合理性，等等。特

别是关于它的数学内涵的质疑，让我们开始探索

矩阵半张量积背后的数学——究竟矩阵半张量积

会带来什么样的新的数学结构？本文的目的是向

大家汇报一下我们近四、五年在这方面十分初步

的一些工作。本文介绍的内容大多可在我们的长

文[13]和专著[14]中找到。

首先，将不同维数的矩阵（包括向量和数）

放到一起，这个无所不包的集合称为我们的泛维

矩阵集合（记作M），它就是我们的研究对象。

矩阵半张量积就定义在这个M上，它让M变成一个

幺半群。我们发现，这个幺半群上有太丰富的代

数结构、几何结构，以及动力学结构等。它们都

不能被现有的数学理论所涵盖，这些构成我们称

之为泛维矩阵的数学理论。虽然我们在这里拾了

一两片贝壳，但它仍然是一片等待开垦的荒滩。

下面列举几个我们正在探索的框架性问题：

（1）等价类：

两个矩阵在幺半群M 中称为是等价的，如果

它们在矩阵半张量积下起的作用是一样的。等价

类具有格结构。两个等价矩阵大小可以不一样，

但形状必须是一样的。因此，我们将M分成许多

份，记作Mr ，这里 r 是矩阵行数与列数之比，

因此，Mr中的矩阵形状都是一样的。Mr上可以

定义加法，即用两个矩阵各自等价类中相同大小

的两个代表元相加。于是，Mr成为一个跨维数的

（准）向量空间。

（2）跨维数的李代数与李群：

现在考虑M1 ，即所有方阵集合。用矩阵半张

量积代替普通矩阵乘积，即可得到M1上的一个李

代数结构，称其为一般线性代数。可以证明，它

虽然是一个无穷维李代数，却有有穷维李代数的

几乎所有性质：从幂零、单代数，到Killing Form

的性质等。这个跨维数的一般线性代数有与固定

维数的一般线性代数类似的子代数，它们会生成

跨维数的一般线性群及其子群。还可望找到它们
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相应的表现理论。

（3）商空间：

等价类形成商空间，Mr上的商空间记作Qr，

它是真正的向量空间。适当定义内积，使之成为

内积空间，并进而定义范数与距离。Qr上可以定

义不同的拓扑，如商空间拓扑，乘积拓扑及距离

拓扑等。它们之间的关系还有待进一步厘清[15]。

(4)    纤维丛：

从矩阵空间到商空间的自然投影构成一个纤

维丛结构，称为离散丛。这个纤维丛的每一片

叶子是一个固定维数的微分流形，它们给基空间

（等价类空间）一个泛维微分流形结构。于是，

可产生相应的泛维向量场、张量场、积分曲线、

分布等一系列几何结构。

(5)    泛维向量空间：

将不同维数的向量空间放到一起，形成一个

泛维向量集合。在不同维数向量间定义加法。

在加法中起相同作用的向量称为等价的。通过定

义内积使泛维向量空间成一拓扑空间。将泛维矩

阵半群作用于泛维向量空间，有许多新的现象出

现，例如，非方矩阵的特征值与特征向量，等。

需要扩展现有的固定维数矩阵理论。

（6）  变维数动态系统：

变维数动态系统有广泛的应用背景，如空间

飞行器对接，汽车离合系统等。将半群Qr用在泛

维向量空间的（等价）商空间上，可望为变维数

动态系统提供一个恰当的数学模型。从离散时间

到连续时间，从自治系统到控制系统，这里有大

量研究工作尚待开展[16]。

2019年是矩阵半张量研究快速发展的一年，

这一年。我们成立了自动化学会控制理论专业

委员会《逻辑系统控制》学组，并成功召开了学

组的第一次学术研讨会。我们在聊城大学成立了

“矩阵半张量积理论与应用研究中心”，越来越

多的年轻人加入了我们的队伍，成为矩阵半张量

积理论和应用研究的中坚力量。矩阵半张量积理

论是一个真正中国人原创的，以中国学者为主

的，同时具有理论和应用价值的科研方向。它正

吸引着越来越多的国内外学者参加这个新方向的

开拓。我们的目标是：打造一个中国品牌的新学

科，引领国际上该方向的研究。我们正在创造历

史，历史也必将记住我们。
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