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卡尔曼滤波称得上是现代系统科学和控

制论的皇冠级成果（卡尔曼因此于 2008年获

得了被誉为工程诺贝尔奖的德雷珀奖）。一般

来说，无论从复杂系统控制与优化的哪方面

讲，噪声和扰动情形下的估计都是一个关键

问题。过去，我的博客及发表过的论文曾涉

及和讨论了这类问题的方方面面[1,2]。然而，

这些材料分散在各处，且时日已久。因此，

将所有这些资料整合起来，并结合最新的文

献呈现给读者，似乎是一件值得去做的事情。

同时，作为一次尝试，本文希望向非专业的

普通科学公众阐释这一问题。 

读者仅需高中代数而无需概率论知识，

便可理解这篇文章的绝大部分内容——包括

非线性滤波和估计。至于概率论的概念和解

释，我此前有关概率论和随机过程的五篇讲

座博文的内容就足够了[3,4,5,6,7]。了解概率论

中的初等贝叶斯准则会有帮助，但是本文中

我也将讲解这一问题。 

首先，我们不用概率论或其它知识基础，

来较为直观地解释卡尔曼滤波器。考虑如下

一个简单的估计问题：已有关于一个未知常

数 x的一组测量值 1 2, , kz z z (通常简记为

1
kz )。假设有如下可加模型： 

  1, 2, ,i iz x v i k   (1)  

其中 iv 是测量噪声。在给定 k个测量值 1
kz 的

条件下，如果没有任何别的信息，则对 x的
一种合理估计是： 
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*该文是何毓琦教授发表在科学网上一篇博文的中文翻译稿，原文请见：

http://blog.sciencenet.cn/home.php?mod=space&uid=1565&do=blog&id=851754，

译者是中国科学院数学与系统科学研究院万林副研究员。
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由于测量噪声的值可正可负，我们通过取其

平均值，使得噪声正负相互抵消（注意，如

果噪声的平均值是未知的，那么该平均值与

未知量 x无异，并且无法与 x区分开来，从
而在技术上将我们处于一种不可观测的情

形。习题 1：你是否可以将上述注释解释给

其他读者？当 k趋向无穷时，公式（2）的结

果是什么？） 

现在，通过简单的代数运算，我们可以

将公式(2)重写为： 

1 1

1 1

1 1 1 1 1ˆ
1

k k

k i k i k
i i

kx z z z z
k k k k k

 1 1
1ˆ ˆ( ).k k kx z x
k

          (3) 

公式（3）尽管只是公式（2）的一种递推形

式，但它却能提供一种有趣的解释——即在

k个观测值后对 x的估计，等于 1k 个观测

值后对 x的估计外加一个修正项。修正项指
的是以 1k 个观测值为基础的估计值 1ˆkx

与测量值 kz 之间的差。该差值归因于以下两

个来源： 

(i) 当 1ˆkx 与 x不同时，需要使用修正

项校正新的估计值 ˆkx ； 

(ii) 当 1ˆkx 与 x相等时，应忽略仅仅因

噪音 kv 而引起的修正项。 

系数1/ k，称为修正项的权重因子，体现了
以上两种可能性之间合理的权衡。在开始阶

段，即在小 k值的情况下，无法对 x进行准
确的估计，需要重点考虑修正项。随着 k逐

渐变大，对 x的估计也越来越可信，这时只
需少量考虑修正项就可以了（如果熟悉概率

论，你会联想起大数定律）。当 k趋向无穷时，
情况（ii）适用，我们就可完全忽略修正项。

如果我们将1/ k表示为 kP ，那么通过简单的

代数运算可将 kP 用以下递推形式表示： 

 1
1 1 1 1( 1) .k k k k kP P P P P   (4) 

信不信由你，在这种简单情形下，方程

（3-4）就是“卡尔曼滤波”的表达公式。对熟

悉“随机逼近”文献的读者，方程（3）就

是 ( )f x x情形下利用梯度下降的思想不
断逼近函数 ( )f x 的根。公式（1）也可以视

为简单的最小二乘拟合问题 

 2
ˆ

1

1 ˆMin ( )
2k

k

x i k
i

z x   (5) 

的解。我们可以将以上最小二乘法（或随机

逼近、大数定律、卡尔曼滤波器）的思想推

广至更多深刻而有用的情形。下面我们举例

说明。 

首先，假设 x为一个向量，那么根本无
需改变公式（3-4）。实际上，我们可以将公

式（1）推广为： 

   1, 2, .i iH v i kz x   (1’) 

其中H是由标量因子构成的矩阵。注意，这
里 x和 z的维数无须相同。例如， x可以是
飞行器在天空中的位置和速度的六维变量，

而 z为测量该飞行器与地面某点之间角度关
系的一维变量（在本例中H为一个 1×6 行

向量）。现在公式（3-4）变为： 

 1 1ˆ ˆ ˆ( ),k k k k kP Hx x z x   (3’) 

1
1 1 1 1( ) ,T T

k k k k kP P P H HP H I HP (4’) 

                                    

其中 kP 是一个 n n矩阵，上标T 表示“转

置”。（注意，通过将全部变量视为标量，公

式（3-4）的正确性显而易见） 

我们可以将公式（3-4）进一步扩展到动

态方程的情形。假设未知量 x根据如下的方
程演化： 

1 0,  1, 2,   =i i i kx x x x给定   (5’) 

这时我们想知道如何进一步修改公式

（3’-4’）。此时，虽然代数运算变得有些繁琐，

但基本原则是相同的（即最小二乘拟合）。我

们希望基于已知的全部测量值，得到关于未

知量x的估计 ˆkx 。为了简化运算，我们考虑

2k 的 情 况 ， 即 我 们 希 望 求 解 ： 

2 2
2 1

1Min [( ) ( ) ].
2

H Hx x z x z   (6) 

上述关于x的最优解为 

2 1 2 2 1 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ( );   .P H Hx x z x x z   (3”) 

 1
2 2 2 2 2( ) ;T TP M M H HM H I HM   

 2 1 1;   .TM P P I   (4’’) 

于是公式（3'-4'）变为公式（3"-4"）。 

公式（5）可进一步推广为： 

 1 1,i i ix x w   (5’) 

其中 1iw 为上述动态方程中扰动噪声项。最

后，令 x为一个 n维向量，并令噪声项和扰
动项带有不同的权重“ R”和“Q”，那么
我们仅需对其中的矩阵加转置，将数字 1变

为单位矩阵，同时插入Q和R权重项，最后
得到： 

1
1 1

1

ˆ ˆ ˆ( );  
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T
k k k k kP H R Hx x z x

x 给定.
(3*) 

1( ) ;T T
k k k k kP M M H HM H R HM

1 1+ ;   .T
k kM P Q P 给定   (4*) 

无疑，公式（3*- 4*）展现了卡尔曼滤波公

式的全貌。我尤其想强调的是，以上推导仅

需一些矩阵代数运算，而不涉及矩阵理论。

同时，公式（3*- 4*）也可以通过求解如下

一般的最小二乘问题并施以复杂的矩阵代数 

运算后得到： 
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这里矩阵项（或标量因子）Q和 R表示噪声
项w和 v的相应权重。 

通过解决上述最小化问题（除了使用矩

阵代数运算外，没有涉及其它新的概念），我

们也直接得到了熟知的卡尔曼滤波器公式

（3*- 4*）。 

图 1展示了一个关于卡尔曼滤波器实现

过程的方框图： 
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因此，可以用一句话来概括卡尔曼滤波

器理论的精髓：“删除所有已知的影响因素，

并对余下因素取平均值”。这是唯一能做的

最佳选择。卡尔曼滤波器不过是上述语句的

一种数学表述，它是一种绝妙的最小二乘拟

合，也是大数定律的一种非常精致的应用。 

    贝叶斯决策理论也可从概率的角度对卡

尔曼滤波器做出非常令人满意的阐释[8,9]。稍

后，我们将最小二乘拟合的概念推广到非线

性情形后，再讲解这一内容（参考有关确定

性非线性滤波的内容[2]）。 

严格意义上讲，卡尔曼滤波器只适用于

带有高斯型扰动和测量噪声的线性系统。由

于大量实际问题是非线性和非高斯型的，便

自然而然地产生了关于非线性滤波和估计的

问题以及与之相关的问题：“在现实中我们该

怎么办？” 

有关非线性估计，目前最为通行的方法

是所谓的扩展卡尔曼滤波——即首先对非线

性系统猜测性地估计其轨迹。在估计的轨迹

附近进行线性化处理，并且应用通常的卡尔

曼滤波器公式于该线性化的系统。你可以通

过新的数据和重新线性化不断地递推和更新

估计轨迹。一切看起来很有效。唯一的问题

是，卡尔曼滤波是基于单峰（高斯型）分布

的。如果你的问题涉及和（或）导致多峰分

布，你就无法通过不断的线性化逼近这类严

重的非线性情形，从而这种方法将无法适用

或将得出很坏的估计。 

第二种方法是非线性最小二乘数据拟

合。这种方法可以追溯到我们最初提到的观

点，即最优滤波本质上是最小二乘拟合。因

此，这一方法相当稳健有效。唯一的问题是，

它无法实时估计。对每一个新的测量值，都

需要解决一个新的两点边界值问题。在测量

值较少且观测间隔较长的情形下，这一方法

比较有用（例如漫长的太空航行）。否则，除

非很少更新，这种方法的计算量极大，在实

时情形下缺少实用性。 

第三种方法称为粒子滤波。我们将其放

在本教程的概率方法部分进行讨论。 

到这里，在无需概率论知识的情形下，

关于实际滤波问题，我想你们已经了解了全

部值得了解的内容。 

（第一部分结束） 

 

    现在，我们从概率的角度将以上的公式

重新推导： 

    当我们讲x是一个随机变量时，意味着
被采样之前，该变量的实际值是未知的。我

们使用概率密度函数（pdf, ( )p x ），即采样
值介于x和 dx x之间的概率，来表示这种
可变性。可以说，概率是用来精确地处理不

确定性问题的方法。作为确定性函数，概率

密度函数（pdf, ( )p x ）正是此类精确方法。
目前，即便可以对一个多变量函数进行计算，

也是非常麻烦的[10]（这是应用数学论文和教

科书中鲜少提及的难言困惑）。为了简化随机

变量的描述，我们通常使用其均值和方差来

刻画一个概率密度函数的粗略特征（即平均

值和以平均值为中心的扩展程度）。我在此前

关于概率论的教程中已经解释了上述基础概

念（请阅读第一部分提到的五篇教程）。 

    在系统研究中，我们对所谓的输入输出

关系甚感兴趣。如果一个系统的输入是随机

的，那么输出也将是随机的。基于输入的概

率密度函数，我们希望了解输出的概率密度

函数。特别地，我们希望知道当 ( )fy x 且

给定 ( )p x 时 ( )p y 是什么样子。下面对公式
（3’-4’）和（5）或（5’）在概率情形下进行

阐述。 

(i) 传播方程。假设 1 1( , )k k kfx x w ，

这是公式（5）的非线性输入输出的推广。

那么，给定 1( )kp x 和 1( )kp w ，我们得到：

1 1 1( ) ( | ) ( )d ,k k k k kp p px x x x x   (5’’) 

这里，原则上在给定 ( )kp w 及关系式               

1 1( , )k k kfx x w 的情况下， 1( | )k kp x x
是可知的。 

(ii) 更新方程。假设 ( , )k k khz x v ，这是

公式（1’）的非线性推广。于是根据贝叶斯

准则，公式(4)（或 4’ 或 4*）的概率表述为： 

 
( | )( | ) ( ),

( )
pp p

p
z xx z x

z
  (4’’) 

其中 ( )p x 是 x的所谓先验概率密度函数，

( | )p x z 是 x的后验概率密度函数，即在测

量 z条件下的x的概率。同样，已知 ( )kp v 和

关系式 ( , )k k khz x v , 我们可以原则上给

出 ( | )p z x 和 ( ) ( | )dp pz z x x。 

注意，我们讲的是“原则上”与公式（4’’）

和（5’’）的关联。这里值得再一次强调应用

数学的难言之困惑[10]，即在计算上基本不可

能处理一般的多变量方程。如果x, z,w及 v  

都是n维向量的话，公式（4’’）和（5’’）看

似简单，实则难以计算。因此，我们寻求对 
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的，那么输出也将是随机的。基于输入的概

率密度函数，我们希望了解输出的概率密度

函数。特别地，我们希望知道当 ( )fy x 且

给定 ( )p x 时 ( )p y 是什么样子。下面对公式
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于概率密度函数的参数化描述，以解决公式

（4”-5”）的计算上的困境。为此，我们引入

共轭概率密度函数或再生概率密度函数的概

念。例如, 如果公式（5’’）中的 和

满足高斯分布，那么公式(5’’)中

的 同样为高斯分布。进而，我们可

以用一个有限维方程表达公式（5’’），使后

验概率密度函数的参数与先验概率密度函数

相关联。实际上，如果 为高斯分布，

均值为 及方差为 ，且 和 通

过公式（5’）线性相关，那么对公式(3*-4*)

进行复杂的代数运算便可证明 同样

为高斯分布，并可知其均值和方差。同理，

我们可以证明公式（5）中的 和

亦为再生或共轭配对。如果 满足高斯分

布， 则 也是高斯分布，其先验均值

及方差与后验均值及方差通过公式（3*-4*）

相关联。换句话讲，卡尔曼滤波器仅仅是高

斯再生情形下对公式（4”-5”）的传播和更新

形式。在我们的心目中，可以构建一个关于

动态系统传播和更新的概率密度函数，如图

2所示。 

 

 

 

 
2 

 

 

在我 45 年前著的《应用最优化控制》

一书[9]第 12章中的第 322-328页，可以找到

一个比上图更为形象化的示意图。 

总而言之，我们考虑的动态系统和观测

方程无法满足卡尔曼滤波严格的线性要求。

那么，如何处理公式（4’’-5’’）呢？一个显而

易见的方法是使用离散直方图（即抽样的离

散化）来逼近概率密度函数，进而实现公式

（4’’-5’’）。这就是所谓的粒子滤波——这一

方法的领军人物之一是雷神（Raytheon）公

司的 Fred Daum博士，他拥有超过 20年的实

践经验和众多成功案例。那么，什么是粒子

滤波呢？用一句话来说——试图通过抽取样

本（粒子）来传播和更新关于系统状态的多

维密度函数。当然，你是通过由状态向量的

实际样本组成的直方图来逼近多维密度函数

的。传播直方图（即组成直方图的粒子）计

算起来并不是那么复杂（想想看，只是针对

粒子运行蒙特卡洛计算）。但是，使用新的测

量来更新直方图就不那么容易了。首先，如

果状态维数很高，为了使直方图具有充分的

代表性，你需要指数量级的粒子数。这是应

用数学家不愿谈及的普遍性困惑[10]。更棘手

的是，更新方程中用到的贝叶斯准则要求先

验密度与似然函数相乘，而后者在实际测量

值附近会极速地下降。因此，只有一小部分

粒子会得到显著的更新。这种计算相当低效。

Daum 博士的专长和贡献在于，他发展了一

些技巧用于改善这一问题（他近期与 Huang

在一篇发表于 SPIE文集的文章中详细阐述了

他们最为成功的技术手段[11]）。这一方法仍

然面临维度灾难这一局限。幸运的是，许多

实际问题只有 6个维度的状态向量（例如航

天制导和应用控制中的 3 个位置和 3 个速

度），这就减轻了计算负担。实际上，事后想

来，在我半个世纪前出版的那本教科书的第

381 页上的非线性滤波的例子，就是一个极

其简单（只有两个可能状态）的粒子滤波问

题。只不过，在大约 50 年前，粒子滤波这

一名词还没出现，所以书中没有标示。 

    综上所述，以下是就我所知道的有关滤

波或估计的全部概念的阐释： 

    1. 它只不过是以复杂精妙形式展现的

简单的最小二乘拟合， 

    2. 它的基础是有关概率密度函数的传

播和更新的两个简单的概率公式， 

    3. 卡尔曼滤波是上述 1或 2在线性系统

和（或）再生高斯概率密度函数中的具体运用。 

    根据听众和时间长短的不同，你可以任

选本文的某个部分来阐释卡尔曼滤波——

50 多年来系统控制领域的皇冠级成就和德

雷珀奖工作。 

    理论上讲，若想严格推导连续时间下的

非线性滤波方程，需要谨慎运用测度论这一

工程领域大多数人难以理解的工具。但是，

在实际应用中，由于使用数字计算机进行离

散时间的计算，测度论的知识变得不再必不

可少。我们虽然没有提及这些知识，但不能

掩盖了他们的理论贡献。
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