
系统与控制纵横     2015年第1期44

话说指南车及其所应用的

不变性原理 

万百五      西安交通大学 系统工程研究所

相传4000多年前黄帝与蚩尤大战时黄帝的军队在山中遇到了大雾，迷

失了方向。借助军师风伯设计的“指南车”（图1），军队走出大雾，大

败了蚩尤。这段传说出自晋朝惠帝（公元259－307年）时崔豹所著的《古

今注》。原文说：“黄帝与尤战于涿鹿之野，尤作大雾，军士皆迷，故作

指南车以示四方，遂擒尤而即帝位”。图2是画家李乃慰描绘这场大战的

作品，并有战车出现。

这里有几点值得注意：当时“车”有没有发明？后文将要讲到，指南

车的构造是基于车上的一个较复杂的齿轮系。那么什么时候发明了齿轮？

什么时候有可靠的有关“指南车”的记载？

图1 指南车复原模型
图2 黄帝借助指南车战胜蚩尤

学科史林
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据 中 国 科 学 技 术 史 权 威 、 英 国 的 李 约 瑟

（Joseph T·M·Needham, 1900-1995）考证的结

论（图3）：约在4500-3500年前，中国出现了第

一辆车子。而《左传》中提到，车是夏代初年的

奚仲发明的。如果记载属实，那是4000年前的事

情。比黄帝要迟一些。至于齿轮，远在2400多年

前的东周时代，我国已经有了铜铸的齿轮。山西

侯马东周晋国铸铜遗址就曾经发现成套的齿轮陶

范（铸造青铜器的陶制范模），有不同规格的4

套，齿轮中间有孔，周围8个齿。这是迄今所知最

早的齿轮铸件。这表明黄帝时代就有基于齿轮系

的指南车的说法，是缺乏根据的。

而指南车的出现，在正史和野史中都有记

载。据史书记载东汉张衡（公元78-139年）、三

国时代魏国的马钧、南齐的祖冲之都曾研制过指

南车。但《宋史·舆服志》中记载北宋官员兼

科学家燕肃（公元961-1040）（图4）所制造的

指南车，对其构造和各齿轮大小和齿数都有详

细记载。但是，当时史书上未附有这些齿轮如

何配置、如何相互契合的构图（现称“机械制

图”）。所以有些近代机械专家如鲍思贺等对此

进行了推测。后来1937年我国著名科技史学家、

博物馆学家王振铎（1911-1992）复原而制成了模

型，见图1，存放在中国历史博物馆。

因为中国先民们发现磁石较早。所以，黄帝

军师可能采用的是：一根蚕丝吊着中点、能横浮

在空间的小条形天然磁石（磁铁）片——指南针

的雏形（宋朝科学家沈括《梦溪笔谈》）。

1. 中国四大发明

指南车和指南针都是中国古代的发明，很容

易引起混淆。这两者是不同的，虽然功能上有相

似之处。

中国古代有四大发明，它是指：造纸术、指

南针（又名“司南”）、火药和活字印刷术。此

说法最早由李约瑟提出并为后来许多中国历史学

家所继承。普遍认为这四种发明对中国古代的政

治、经济、文化的发展产生了巨大的推动作用，

并且这些发明经由各种途径传至西方，对世界文

明发展也产生了很大的影响。

目前的司南模型（图5）是由王振铎根据东汉

时期思想家王充写的《论衡》中的记载，考证并

复原的。王振铎曾为复原中国古代科技发明而建

立了一些模型，这是他的重要贡献。他的司南复

原模型由青铜盘和天然磁体制成的磁勺组成，青

铜盘上刻有二十四向（方位），置磁勺于盘中心

圆面上，静止时勺尾指向为南。

那么指南车是什么？ 基于什么原理？

图3 中国科学技术史权威李约瑟

图4 燕肃在研究潮汐
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2. 基于差动齿轮推测的指南车

指南车是中国古代用来指示方向的一种具有

齿轮系装置的车辆。关于指南车的发明有许多传

说和记载。如前文所言，《后汉书》对张衡制造

指南车有简短记载。

李约瑟等国外学者根据中国古代的记载推

测，指南车利用的是差动齿轮。图6所示为具有行

星齿轮的差动齿轮。它的作用是测出指南车左和

右两轮的转速之差。这个差由第三轴（图6右下

轴）的转动表示出来，表明车辆转了弯，也就是

车厢站立的木仙人所指的方向有了误差。其余的

齿轮组成控制部分，即依据此误差来转动

木仙人的轴，使其恢复到原来的位置。即

木仙人所指的方向不变。

上海机械学院颜志仁根据后汉书的简

短记载，在1984年构思了这类指南车的构

造，认为控制部分要连到差动齿轮的星轴

（第三轴）上，并进行了复原，见图7和图8。他

认为差动齿轮测出的是方向误差。因而，这是一

个利用误差控制的、负反馈的闭环控制系统，其

方框图见图9。

因而，在20世纪50-60年代，李约瑟就认定指

南车是世界上第一个自动控制（调节）系统。

3. 基于扰动补偿推测的指南车 

上文所说的《宋史·舆服志》中有关指南车

的记载具体如下。《宋史》卷一百四十九志第

一百零二 舆服一：“……指南车，一曰司南车。

图5 司南（王振铎复原的模型） 图6 差动齿轮

图7  颜志仁复原的基于差动
齿轮的指南车模型

图8  左图的机械结构

图9  基于差动齿轮测出误差的指南车
闭环自动控制系统框图

差动齿轮 控制齿轮系 车身和
木仙人

给定南方 误差 手指方向

转弯扰动

反馈
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赤质，两箱画青龙、白虎，四面画花鸟，重台，

勾阑，镂拱，四角垂香囊。上有仙人，车虽转而

手常南指。一辕。凤首，驾四马。驾士旧十八

人，太宗雍熙四年，增为三十人。……用独辕

车，车箱外笼上有重构，立木仙人于上，引臂南

指。用大小轮九，合齿一百二十。足轮二，高六

尺，围一丈八尺。附足立子轮二，径二尺四寸，

围七尺二寸，出齿各二十四，齿间相去三寸。辕

端横木下立小轮二，其径三寸，铁轴贯之。左小

平轮一，其径一尺二寸，出齿十二；右小平轮

一，其径一尺二寸，出齿十二。中心大平轮一，

其径四尺八寸，围一丈四尺四寸，出齿四十八，

齿间相去三寸。中立贯心轴一，高八尺，径三

寸。上刻木为仙人，其车行，木人指南。若折而

东，推辕右旋，附右足子轮顺转十二齿，击右小

平轮一匝，触中心大平轮左旋四分之一，转十二

齿，车东行，木人交而南指。若折而西，推辕左

旋，附左足子轮随轮顺转十二齿，击左小平轮一

匝，触中心大平轮右转四分之一，转十二齿，车

正西行，木人交而南指。若欲北行，或东，或

西，转亦如之。诏以其法下有司制之”。

下文介绍工程师鲍思贺对宋代燕肃公元1027

年所造指南车原理的推测。    

指南车是一种由马拉动的双轮独辕车，车箱

上立一个伸臂的木仙人。车箱内装有能自动离合

的齿轮系。当车子转弯偏离正南方向时车辕前端

就顺此方向移动，而后端则向反方向移动，并将

传动齿轮放落，使车轮的传动带动木仙人下的大

齿轮向相反方向转动，恰好抵消车子转弯产生的

影响（见图10前视图及图11俯视图）。车向正南

方向行驶时，车轮和木仙人下的大齿轮是分离

的，木仙人指向不变。因此，无论车转向何方，

都能使木仙人的手臂始终指向南方。本文标题下

为其复原后的模型（图1）。图12 所示为中国历

史博物馆展览品：由电池驱动的指南车模型在轨

道上连续绕圈运行其木仙人所指方向不变。

图10  鲍思贺推测宋代燕肃所造指南车的前视图 图11  燕肃所造指南车的俯视图

中立贯心轮
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右小轮
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左小平轮 右小平轮

左附足立子轮
右附足立子轮

左足轮 右足轮

6尺
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4. 扰动补偿和不变性原理

从系统和控制的角度分析，指南车是一个保

持方向恒定的自动装置，更具体说是自动调节方

向的系统。被调量是木仙人所指的方向，车辆向

任何方向转弯时（出现对被调量的扰动作用时）,

站立车厢的木仙人所指的方向也欲变动，但同时

被齿轮系的反向转动所补偿而不变。它的方框图

如图13所示。值得注意的是，图中从扰动（车辆

转弯）到被调量（木仙人所指反方向）存在两条

通道：上一条经过齿轮系，下一条经过车身和木

仙人。两通道的作用相反，互相抵消（补偿）。

这样奇妙的“双通道”构思出现在11世纪的中

国，真是太令人不可思议了！

与指南车是基于具有行星齿轮的差动齿轮原

理的观点不同，本文作者认为，上述鲍思贺推测

宋代燕肃所造指南车利用的是一个独创的差动系

统。体现在图10中车转弯时车辕前端的移动及后

端的反向移动，这是一种对两轮转速差的测量。

然后通过车辕尾端所连的挂索放落左小轮（或

右小轮），而且有极性（左上右下，或左下右

上）。这整体是一个差动装置。在形成车辆转弯

的同时，左小平轮（或右小平轮）与中心大平轮

的齿挂上，提供对木仙人转动的补偿作用。这是

世界上第一例利用扰动补偿保持系统被调量为恒

值。这是一个开环系统，不是传统意义上的误差

反馈的闭环自动控制系统。

在19世纪，法国数学家兼工程师J-V·彭赛

列（Poncelet, 1788-1867）（图14）为了改善由

英国机械师兼发明家瓦特的蒸汽机速度的控制品

质,针对系统的控制滞后的缺陷，提出了改进方

案：特点是直接测量蒸汽机的负载（扰动），在

它还没有影响蒸汽机的速度之前调整蒸汽流量,

来补偿负载变动，使速度尽量不变或少变。彭赛

列虽然给出了设计方案, 却没能实施。他的思想

也就是上文所说的扰动补偿。显然，这和蒸汽机

增加了离心式飞锤调速器的调速自动控制系统不

同，后者是出现速度误差后，由误差通过调速器

来控制，力图消灭误差。

一百年后，1939年苏联学者Г·В·谢巴诺

夫（Щипанов）在彭赛列研究的基础上，首先提

图12  指南车模型在轨道上连续绕圈运行图 图13  指南车工作原理框图

图14  法国数学家兼工程师J-V·彭赛列
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出并发展了自动控制系统中的不变性原理（俄文

是принцип инвариантности，英文是invariance 

principle）, 意图通过对扰动的测量, 对它的影响进

行补偿, 使被控对象的被调量不变或近似不变。20

世纪40-50年代苏联院士Н·И·卢静（Лузин）、

Б· Н·彼得罗夫（Петров）等对此进行了系统的

研究，使之发展成为一整套完整的理论。20世纪

60年代流行于苏联的双通道控制就是基于不变性

原理的技术。本文作者则早在1965年就应用不变

性原理和双通道技术来解释、分析燕肃指南车的

原理（图13）。

5. 对两种指南车原理推测的比较和分析

本文认为指南车基于差动齿轮的推测，值得

商榷。一是它根据史书等著作上有关张衡的记

载，这些根据看来不够充分，二是与《宋史·舆

服志》记载的齿轮系及鲍思贺的推测与图8不符，

三是还没有证据表明汉代已发明了差动齿轮。这

个观点本文作者在1965年已经阐明了。

本文作者是指南车基于扰动补偿观点的提出

者。这个观点被国内众多学者所接受。事过50年

回顾这一观点，不论是利用差动齿轮，还是利用

独创的“差动系统”，两种不同观点的差别是：

指南车动作原理到底是基于误差反馈，还是扰动

补偿？

按照自动控制原理：在自动控制系统中除输

入作用外的一切能使被控制量偏离输入作用所要

求的值或规律的系统内外的物理量，称为扰动

（见图9）。像颜志仁给出的图8那样测量两轮转

速之差，也即是测量车身的转弯，在控制齿轮未

开始动作的情况下也是测量车身上木仙人指示方

向的误差。但是，就车身转弯而言，将它处理成

扰动合乎上述扰动的定义。

图8和图10的不同齿轮系，都是测量车身的

转弯，本文作者的指南车基于扰动补偿的观点把

车身转弯处理成扰动。总之，关键是车身转弯到

底是扰动还是误差？应该看到，这个系统元件比

较少、简单，扰动量又等于误差量，容易引起混

淆。但推断是扰动比较恰当。欢迎有兴趣的读者

参加讨论。

当然，针对上述《宋史·舆服志》的引文，

国内外学者们对指南车上的齿轮系描述有不同的

理解和解释，因而推测出种种不同的机械结构，

但这并不影响对自动控制的原理的分析（图9）。

6. 不变性原理及其应用

为了对一个对象进行控制，需要有一个“正

向通道”（图15下方）：从给定环节经过控制

器、放大环节、执行环节到被控对象。

扰动的出现使对象输出偏离给定输入作用所

要求的值或规律。这是扰动（经过被控对象内

部）到输出的第1个通道。假定其性质是负的，

即扰动的增加使输出减少（见图15被控对象上的

“-”号）。

图15  前馈补偿及其双通道
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但是，如果扰动能被测量，再设计一个扰动

补偿装置通过另一条称为“前馈通道”，或称

“前馈环路”将修正后的扰动信号经过控制器

（也可以不经过它）、放大环节、执行环节到被

控对象的输出。这是第2个通道（图15上方）。这

个信号或作用应该设计成是正的。这两个通道的

信号都到达被控对象的输出，其响应正好正负相

消。

为此，这个扰动补偿装置要设计得使这两条

信号到达控制对象的输出时，其合成的响应为

“零”，即输出在扰动出现时是不变的。这就是

不变性原理。

不变性原理是，如何做到被控对象的输出

（被控量）与扰动完全无关，或在一定准确度下

无关的理论。能严格做到对象的输出在动态和稳

态都绝对不变的，称为绝对不变性。以ε误差做

到不变的，称为ε不变性。仅在系统稳态时满足

不变性条件的称为稳态不变性。

这里，如上所述，扰动对被控对象的输出

（被控量）的作用存在两条通道（图15），这称

为双通道技术。这是实现不变性原理的必不可少

的技术或条件。

今设法寻求能实现不变性的扰动补偿装置。

在图15上以F (s )表示扰动作用f (t )的拉氏变

换式，扰动经过的被控对象内部的传递函数为         

G内(s)，则-F(s) G内(s)表示扰动F(s)对被控对象的输

出的拉氏变换式。

在另一通道，以R测(s)和R补(s)分别表示扰动测

量和扰动补偿装置的传递函数，以G控制器 (s)、K、

G执行(s)和G对(s)分别表示控制器、放大环节、执行

环节和被控对象的传递函数，则根据不变性原理

-F(s)G内(s)+ F(s)R测(s)R补(s) G控制器(s)KG执行(s)G对(s)=0

由此可求出补偿装置的传递函数R补(s)，然后

再设法物理上实现或近似实现它。

实例可参阅拙著《控制论——概念、方法与

应用》的3.5.5小节“扰动补偿及其设计”。从中

可以看到，虽然往往不能做到绝对不变性（完全

补偿），只能做到近似的不变性，效果就非常显

著。

当然，除了已被补偿的扰动外，图15的系统

还存在一些别的扰动，所以负反馈通道还是必需

的。这样就形成反馈环路和前馈环路并存的控制

结构，这称为“复合控制”（图16）。这种控制

图16  复合自动控制系统框图
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结构对抑制扰动的影响有很大的优点，而且很实

用。

这里举一个作者亲自参与的实际应用的例

子。陕西某彩色显像管厂，应用计算机作为PID

控制器对大型显像管玻璃炉进行炉温自动控制。

玻璃炉在结构上可分为四个部分：熔解池、工作

池、两个蓄热室和两台投料机。大型玻璃炉有2层

楼高（图17），仅熔解池就有75m2面积。因此，

玻璃炉的时间常数（惯性）巨大。炉内温度高达

1300℃，极易受到投料（玻璃原料）和西北地区

昼夜温差大而炉体散热变动的巨大影响。采用

一般的PID控制器进行反馈控制，炉内温度波动

大，影响产品质量。

为此，在控制系统中实现对上述两个主要扰

动的补偿。向炉内的投料量是可测量的。投料量

转换成电信号，再经过扰动补偿环节输入计算

机，实现对投料量的扰动补偿；昼夜温差可以采

用温度传感器来测量车间外的大气温度，再经过

变送器、扰动补偿环节输入计算机，实现对昼夜

温差的扰动补偿。结果玻璃炉的炉温控制效果很

好。炉内的温度保持在1300±3℃之内。

其次，不变性原理可以推广应用到多变量系

统解耦的场合。与单变量系统相比，多变量系统

的控制要复杂得多。多变量系统的每个输出量通

常都同时受到几个输入量的控制和影响，这种现

象称为耦合或交叉影响。

工业锅炉是一个典型例子（图18）。这个被

控对象有五个被控输出量：蒸汽压力PT ，蒸汽温

度θ，汽包水位H，炉膛负压P V 和过量空气系数

α。被控对象中也有五个可作为控制手段的输入

量：给水流量W，喷水量Ws ，燃料量 B ，送风量

AF 以及引风量EG。

图17  彩色显像管厂的大型玻璃炉

图18  工业锅炉生产过程示意图 图19  5输入量-5输出量锅炉对象框图
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这是个5输入量-5输出量的多变量被控对象。

然而，锅炉内部关系复杂。例如，如因汽包

水位H低于要求值，则应增加输入量给水流量W。

然而与此同时，输出量蒸汽压力PT 、蒸汽温度θ

都会变动，见图19中虚线所示。这就是耦合或交

叉影响。

为了避免这种不良影响，工业锅炉的自动控

制系统要设计成这样：以给水流量W为例，W变动

时有信息通过另外设计的去耦装置分别作用到蒸

汽压力PT 和蒸汽温度θ等的执行机构，使蒸汽压

力和蒸汽温度两者在给水流量变动时都不变或近

似不变。其他4个输入量也仿此进行去耦装置的设

计。

今为简明起见在图20上只画出2个输入量和2

个输出量的简化的部分锅炉对象和相应的控制系

统。其中每个输入量对2个输出量都有影响，如图

20中的虚线所示。而汽包水位H 和蒸汽温度θ 各

自的测量传感器，以及到各自控制器的主反馈环

路，在图上未予画明。

交叉影响的存在使多变量系统稳定性问题也

复杂起来。为此，对于多变量系统通常通过引入

附加的去耦装置（环节），实现一个输入只控制

一个输出，称为解耦控制。图20上锅炉的部分对

象通过去耦装置1和2实现对汽包水位和蒸汽温度

的解耦控制。

在这种情况下，从给水流量给定W 经两个通

道影响到蒸汽温度θ：一条经过控制器1、执行机

构1、再经过锅炉内部抵达蒸汽温度θ 的耦合通

道；另一条经过去耦装置1、执行机构2、再经过

锅炉内部直达蒸汽温度θ的解耦通道。这正好是

双通道，而且去耦装置设计的目的就是要让控制

器1仅控制汽包水位H ，而不影响蒸汽温度θ。所

以，正好可以利用不变性原理来设计去耦装置1来

抵消控制器1操作的影响。实际上图18工业锅炉的

耦合或交叉影响较多，每个都需要各自的去耦装

置，才能实现整个锅炉的解耦控制。

去耦装置的设计计算也应用不变性原理，类

似上文扰动补偿装置的设计计算。

利用不变性原理设计、计算扰动补偿装置和

在多变量系统中设计去耦装置，有很大的实用价

值。其抗扰动性能非常好，并在惯性导航、飞行

器的轨道控制以及各类高精度的伺服系统等都应

用得很成功。因而，这部分内容应该恰当地反映

在高等学校的自动控制原理课程中。

图20  锅炉的2输入量-2输出量部分对象的补偿解耦框图
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要实现或应用不变性原理，扰动必须是可测

量的。这限制了它的应用。中科院已故控制学家

韩京清创立自抗扰控制的理论与方法，可以避开

这个限制，代价是自抗扰装置比较复杂。但工

业界研制的运动控制系统用的“自抗扰控制芯

片”，已付诸应用。

7. 后记——缅怀中国科技史研究权威李

约瑟和他的巨大贡献

1980-1981学年本文作者作为改革开放以来

的首批高访学者公派访问伦敦城市大学系统科学

系，以客座高级研究员身份参与到由教授P·罗伯

茨（Roberts）领导的大工业过程递阶控制研究组

的研究工作。在作者此前递送该系的简历中列出

了发表的论著，包括1965的有关中国古代自动装

置的原理分析的论文。

一 天 ， 系 主 任 、 教 授 P·K·麦 克 弗 森

（McPherson）问起作者这篇论文，作者当即将随

带的论文复印送给他。他说他也曾经研究过指南

车，并将他发表在英国机械工程师协会会刊上的

有关论文送给我。他的结论和李约瑟一样，认为

指南车是基于差动齿轮的自动控制系统。

数日后，麦克弗森告诉作者说，他与他的朋

友李约瑟（图2）联系了，将安排作者去剑桥大

学李约瑟的研究机构访问一天。作者当然喜出望

外。

作者对李约瑟的有关古代自动装置的著作，

都曾研读过。而且在访问剑桥前，同系的资深

教师F·埃特米德（Edmead）还购买了李约瑟所

著《Clerks and Craftsmen in China and the West: 

Lectures and Addresses on the History of Science and 

Technology（中国与西方的学者和工匠: 科学技

术史的讲稿及演说）》一书送给作者（图21）。

作者从这本书上发现一些重要的有关古代自动装

置的新材料，补进作者后来为《中国大百科全

书·自动控制与系统工程》卷编写的“中国古代

自动装置”的条目里。

1981年3月一天下午，根据安排作者自伦敦

乘火车到达剑桥，来到约会的剑桥大学的教师餐

厅，见到李约瑟。晚餐时在座的还有两位教授汉

语和研究中国文化的英籍教师。当晚安排作者睡

在客房里，第二天早晨李驾车来接作者到他的研

究机构。他80多岁还亲自开车，真令人钦佩。他

先陪作者参观了他的四层楼的图书馆（图22），

每层楼的书架上都摆满中国古书（线装书），

图21  李约瑟著：《中国与西方的学者和工匠: 

科学技术史的讲稿及演说》

图22  剑桥大学的李约瑟研究所
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图23  横跨于剑河上

的“牛顿桥”
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按数、理、化、天、地、生、农、医及工程技术

等，分楼层分类存放，令人惊讶。此后又到了他

的研究室，见到他的70多岁的华裔女助手、博士

（后来又是他的续弦妻子）鲁桂珍。她从抽斗中

取出作者的上述论文，三人进行有趣的讨论。

午餐后他安排一位年轻助手陪同作者参观了

校园和各学院的古老建筑，讲解它们的历史故

事，并带领作者踏上横跨于剑河（River Cam）

之上一座古老的木桥——有名的“牛顿桥”（图

23），介绍了有关牛顿与桥的历史故事。

这是一次令作者终身不忘的安排和访问。试

想作者比李约瑟小28岁，当时仅是一个刚升几

年的副教授。而他是英国皇家学会的会员、英国

国家学术院（British Academy）院士和剑桥大学

Gonville and Caius学院前任院长。作者为了自动

控制课程教学只是短暂涉足于古代自动装置的研

究，而他是终身奉献于中国科学技术史的研究，

著作等身，在全世界享有崇高的学术声誉。这次

安排和访问只能以他对中国人民友好、热爱中国

和热爱中国文化来解释。

新中国成立后，李约瑟发起并分别就任英中

友好协会会长、英中了解协会会长。1994年94岁

高龄的李约瑟当选为中国科学院首批外籍院士。
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*

卡尔曼滤波称得上是现代系统科学和控

制论的皇冠级成果（卡尔曼因此于 2008年获

得了被誉为工程诺贝尔奖的德雷珀奖）。一般

来说，无论从复杂系统控制与优化的哪方面

讲，噪声和扰动情形下的估计都是一个关键

问题。过去，我的博客及发表过的论文曾涉

及和讨论了这类问题的方方面面[1,2]。然而，

这些材料分散在各处，且时日已久。因此，

将所有这些资料整合起来，并结合最新的文

献呈现给读者，似乎是一件值得去做的事情。

同时，作为一次尝试，本文希望向非专业的

普通科学公众阐释这一问题。

读者仅需高中代数而无需概率论知识，

便可理解这篇文章的绝大部分内容——包括

非线性滤波和估计。至于概率论的概念和解

释，我此前有关概率论和随机过程的五篇讲

座博文的内容就足够了[3,4,5,6,7]。了解概率论

中的初等贝叶斯准则会有帮助，但是本文中

我也将讲解这一问题。

首先，我们不用概率论或其它知识基础，

来较为直观地解释卡尔曼滤波器。考虑如下

一个简单的估计问题：已有关于一个未知常

数 x的一组测量值 1 2, , kz z z (通常简记为

1
kz )。假设有如下可加模型：

1,2, ,i iz x v i k (1) 

其中 iv 是测量噪声。在给定 k个测量值 1
kz 的

条件下，如果没有任何别的信息，则对 x的
一种合理估计是：

1

1ˆ .
k

k i
i

x z
k

(2)
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