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摘 要: 针对线性时不变的网络化动态系统(networked dynamic systems，NDS)，本文研究了能够从外部输入输出数据唯
一确定其拓扑结构的问题.该NDS允许子系统具有不同动态，且子系统之间可以具有任意有向连接. 在每个子系统的外
部输入到内部输出之间的传递函数阵满足正规行满秩的条件下，推导出了NDS在特定的子系统连接矩阵下全局可辨识
的充分必要条件，且通过数值实验验证了该理论判据. 仿真结果还表明，不同结构NDS的外部输出之差与让NDS失稳的
连接矩阵的区域密切相关，而不是随着连接矩阵到不可辨识区域距离的增加而单调递增.这些发现给后续辨识实验设计
等提供了一些重要启示.
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Abstract: This paper investigates structural identifiability of a linear time invariant(LTI) networked dynamic system(NDS). That
is, conditions under which NDS topological structure can be solely determined form external input/output data. Subsystems in
this NDS are allowed to have different dynamics and arbitrary directed connections. Under the condition that in each subsystem
the transfer function matrix(TFM) from its external inputs to its internal outputs is of full normal row rank(FNRR), a necessary
and sufficient condition is established for the global identifiability of an NDS with a specific subsystem connection matrix(SCM).
A numerical example is provided to illustrate these theoretical criteria. Simulation results also show that rather than increases
monotonically with SCM’s distance to the unidentifiable area, external output differences between NDSs with distinct structures
are more closely related to the areas of subsystem connections that lead to an unstable NDS. These observations are expected to
be helpful in the design of identification experiments, ect.
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1 背景介绍

网络化动态系统(NDS)的分析和综合长期以来一
直是多个学科领域的研究焦点. 随着通信和计算机技
术的发展，系统维数越来越高、规模越来越大，而许

多具有挑战性的研究课题仍亟待解决，其中包括从测

试数据中辨识NDS的结构、对NDS的可控性/可观测性
建立计算上可行的验证条件等[1],[3],[4],[5]. 在外部信
号或干扰的激励下，NDS的行为或性能不仅依赖于每
个子系统的动态，还很大程度上受制于子系统之间的

相互作用. 很多情况下该相互作用是未知的，例如在
电力系统中，输电线路可能会因为自然或人为因素而

短路或断路；在基于无线通信的NDS中，由于不可预
知的通信拥堵，一些交互连接可能会失效；在基因调

控网络中，测量基因之间的直接作用通常很难做到或

代价极大，等等.这些情形下，通常只能利用实验数据
来估计子系统之间的相互作用.因此，研究NDS的结构
可辨识性具有重要意义[2],[4],[6].

此项工作得到国家自然科学基金资助, 项目批准号:
61733008和52061635102.

对NDS的动态描述大致分为两类. 一类是将每个
观测变量作为节点，将变量之间的传递函数作为节

点之间的相互作用. 这种描述在许多NDS分析和综合
的研究中被采用，包括[8],[9],[10]等. 另一类是将每
个子系统视为节点，将子系统之间的连接系数作为

节点之间的相互作用. 这种方法也被广泛应用，例
如[2],[4],[11]及其参考文献. 无论用哪种方法描述NDS
的动态特性，要根据实验数据估计子系统之间的相互

作用，首先应判定其是否可辨识. 特别地，最近一些
研究都明确指出，NDS子系统之间的相互作用并不总
能从实验数据中被估计出来. 例如，[12]的研究表明，
如果对系统没有更多的先验信息，即使一个NDS的传
递函数矩阵(transfer function matrix，TFM)可以被准确
估计出来，其子系统之间的相互作用仍有可能无法辨

识.另一方面，[19]讨论了系统在固定参数邻域内的局
部可辨识性和整个参数空间内的全局可辨识性，并明

确指出，和前者相比后者处理起来困难得多.
为了明确在什么情况下能估计出NDS子系统之间

的相互作用，[13]对具有广义子系统和扩散子系统耦
合的NDS推导了一些基于特征向量的条件，从而检测



其结构变化. 对于子系统通过输出耦合的NDS，[11]证
明了若其结构可辨识，则由子系统动态决定的TFM的
常数核恒为零向量.在一些特殊情况下，这个条件也变
得充分. 在NDS具有任意结构时，[18]研究了子系统之
间的相互作用是否能从数据中估计出来的问题，但目

前只得到了充分条件. 如果能够获得NDS在特定连接
下全局可辨识的条件，则可以自然地推广到连接系数

未知等更一般的情形.同时，存在实际的工程问题，比
如结构已知的电网系统由于未知的因素出现短路、断

路等而无法被监测出，可能导致巨大的经济损失. 因
此，研究特定结构下的NDS的全局可辨识性，无论对
理论或实际问题都具有重要意义.
本文研究了在特定连接下，针对[2],[7],[18]中采用

的NDS模型，使其子系统之间的相互作用可以通过实
验数据进行辨识的问题. 该NDS模型允许每个子系统
具有不同动态，且子系统之间可以具有任意有向连接.
实际上，[11],[12],[13]等所采用的模型都是该NDS模型
的特例. 该模型可以视之为目前最一般的一种线性时
不变NDS模型. 我们证明了若每个子系统的外部输入
到内部输出之间的TFM是正规行满秩(full normal row
rank，FNRR)的，则NDS结构可辨识的充分必要条件
是，一个由其内联结构决定的矩阵是列满秩(full col-
umn rank，FCR)的. 结果表明，特定连接下NDS的全局
可辨识性最终可以转化为便于检验的代数判据. 通过
数值例计算验证了理论结果的正确性. 在该仿真实验
中，选择伪随机码作为所构建的人工NDS的测试信号，
观察不同结构的NDS的外部输出之差在不可辨识区域
附近和不稳定区域附近的变化情况. 我们发现，该差
异与系统稳定性密切相关，并非随着连接矩阵到不可

辨识区域距离的增加而单调递增. 这些结果为后续辨
识实验的设计、测试信号的选取等提供了重要启示.

本文其余部分的大纲如下.首先，在第二节中给出
了问题描述、采用的NDS模型以及一些预备知识.第三
节给出了NDS在特定连接下全局可辨识的充分必要条
件，以及在一些特殊问题上的应用. 第四节构建数值
例计算并仿真验证了理论结果的正确性，第五节给出

结束语和需要进一步探讨的问题.最后，附录中对部分
结果给予证明.
本文将用到下列符号：𝒩 ,ℛ,ℛ⋆和𝒞 分别表示自

然数，实数，非负实数和复数. ℛ𝑚和𝒞𝑚分别表示𝑚维

欧几里得实空间和复空间. | · |表示集合元素个数. [·]𝑖𝑗
表示矩阵第i行j列的元素. ·⊥表示矩阵(右)零空间的基
所构成的矩阵. 𝑑𝑖𝑎𝑔{𝑋𝑖|𝑛𝑖=1}表示第𝑖个对角块为𝑋𝑖的

对角阵. 𝑐𝑜𝑙{𝑋𝑖|𝑛𝑖=1}表示由𝑋𝑖|𝑛𝑖=1堆积起来的向量/矩
阵，其第𝑖个行块向量/矩阵是𝑋𝑖. 𝑣𝑒𝑐{𝑋}表示由矩阵𝑋

各列依次堆积构成的向量. 𝑑𝑒𝑔𝑋(𝜆)表示关于𝜆的多项

式𝑋(𝜆)的次数. 上标T表示矩阵/向量的转置. [·]表示对
数值向下取整. 最后针对时间序列𝑥(𝑘), 𝑘 = 0, 1, . . .，

定义其对应的Hankel矩阵𝑋[ℓ,𝐿]为

𝑋[ℓ,𝐿] =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑥(0) 𝑥(1) · · · 𝑥(𝐿− 1)

𝑥(1) 𝑥(2) · · · 𝑥(𝐿)
...

...
. . .

...
𝑥(ℓ− 1) 𝑥(ℓ) · · · 𝑥(𝐿 + ℓ− 2)

⎤⎥⎥⎥⎦
其中ℓ, 𝐿 ∈ 𝒩分别表示该矩阵的行块数和列块数.

2 问题描述和预备知识

在现实世界的NDS中，子系统可能具有不同动态.
考虑线性时不变(linear time invariant，LTI)的NDS，[2],
[7],[18]提出了一种模型.具体地，对由𝑁个子系统组成

的NDS Σ，其第𝑖个子系统Σ𝑖的动态可以被描述为⎡⎣𝛿(𝑥(𝑡, 𝑖))

𝑧(𝑡, 𝑖)

𝑦(𝑡, 𝑖)

⎤⎦ =

⎡⎣𝐴𝑥𝑥(𝑖) 𝐵𝑥𝑣(𝑖) 𝐵𝑥𝑢(𝑖)

𝐶𝑧𝑥(𝑖) 𝐷𝑧𝑣(𝑖) 𝐷𝑧𝑢(𝑖)

𝐶𝑦𝑥(𝑖) 𝐷𝑦𝑣(𝑖) 𝐷𝑦𝑢(𝑖)

⎤⎦⎡⎣𝑥(𝑡, 𝑖)

𝑣(𝑡, 𝑖)

𝑢(𝑡, 𝑖)

⎤⎦
(1)

在上述模型中， 𝛿(·)表示函数对时间求导或前向时
移算子. 换言之，模型(1)可以表示连续时间系统

或离散时间系统. 𝑡和𝑖分别表示时间变量和子系统

的序数， 𝑥(𝑡, 𝑖)表示第𝑖个子系统Σ𝑖在𝑡时刻的状态

向量， 𝑣(𝑡, 𝑖)和𝑧(𝑡, 𝑖)分别表示其内部输入/输出向
量，即从其他子系统输入和向其他子系统输出的向

量，𝑢(𝑡, 𝑖)、𝑦(𝑡, 𝑖)分别表示其外部的输入/输出向量.同
时，NDS Σ子系统之间的连接可以由以下等式来描述

𝑣(𝑡) = Φ𝑧(𝑡) (2)

其中𝑣(𝑡)和𝑧(𝑡)分别表示整个NDS Σ的内部输入/输出
向量，即𝑧(𝑡) = 𝑐𝑜𝑙{𝑧(𝑡, 𝑖)|𝑁𝑖=1}，𝑣(𝑡) = 𝑐𝑜𝑙{𝑣(𝑡, 𝑖)|𝑁𝑖=1}.
矩阵Φ表示NDS Σ不同子系统之间的相互作用，称为子

系统连接矩阵(subsystem connection matrix，SCM).如果
将每个子系统看作一个节点，将SCM的每个非零元素
看作一条边，则可以构建关于NDS Σ的图模型，我们

称之为关于NDS的拓扑结构.
为明确表明NDS Σ受到其SCM Φ的影响，有时记

之为Σ(Φ).对系统的外部输出也采取类似的表述方式
𝑦(𝑡,Φ).本文采用以下假设.

A.1 向量𝑢(𝑡, 𝑖)，𝑣(𝑡, 𝑖)，𝑥(𝑡, 𝑖)，𝑦(𝑡, 𝑖)和𝑧(𝑡, 𝑖)的维数分

别是𝑚𝑢𝑖，𝑚𝑣𝑖，𝑚𝑥𝑖，𝑚𝑦𝑖和𝑚𝑧𝑖.
A.2 NDS Σ是适定的.等价地，矩阵𝐼 − Φ𝑑𝑖𝑎𝑔{𝐷𝑧𝑣(𝑖)

|𝑁𝑖=1}可逆.

其中，𝐴.1表示各向量的大小.利用这些符号定义整数
𝑚𝑥,𝑚𝑧,𝑚𝑣分别为𝑚𝑥 =

∑︀𝑁
𝑖=1 𝑚𝑥𝑖，𝑚𝑧 =

∑︀𝑁
𝑖=1 𝑚𝑧𝑖，

𝑚𝑣 =
∑︀𝑁

𝑖=1 𝑚𝑣𝑖. 显然，SCM Φ是一个𝑚𝑣 ×𝑚𝑧维的实

数矩阵.其次，NDS的适定性意味着其状态唯一地取决
于其初始值和外部输入，因此𝐴.2是系统正常工作的必

要条件[2],[15],[16].总体而言上述假设条件并不苛刻.
令𝑥(0) = 𝑐𝑜𝑙{𝑥(0, 𝑖)|𝑁𝑖=1}，𝑢(𝑡) = 𝑐𝑜𝑙{𝑢(𝑡, 𝑖)|𝑁𝑖=1}，

𝑦(𝑡,Φ) = 𝑐𝑜𝑙{𝑦(𝑡, 𝑖,Φ)|𝑁𝑖=1}. 在推导NDS Σ满足结构可

辨识在计算上可行的条件之前，首先需要给出其在特

定连接下的全局可辨识性的定义.

定义 1 由(1)和(2)描述的NDS Σ在满足𝐴.2的特
定SCM Φ0下是全局可辨识的，若对任意初始状态向
量𝑥(0)及满足𝐴.2的任意SCM Φ，存在至少一个外部输
入𝑢(𝑡)，使得NDS Σ(Φ)的外部输出𝑦(𝑡,Φ)不同于NDS
Σ(Φ0)的外部输出𝑦(𝑡,Φ0). 反之，则称NDS Σ(Φ0)是全
局不可辨识的.

定义1借鉴了[18]中关于NDS在任意结构下的全局
可辨识性定义. 表明若一个NDS Σ(Φ0)全局不可辨识，

则无论激励它的是何种测试信号、实验数据有多长以



及采用的是何种辨识算法，仅通过辨识实验和估计都

无法从数据中区分其拓扑结构.因此，NDS Σ(Φ0)的全

局可辨识性是进行结构辨识所要求的一般性质.
考虑到仿真实验需要选取合适长度和类型的测试

信号，即需有足够的信息来激励NDS在不同结构下产
生不同的外部输出. 基于[14]及其参考文献中的结论，
我们引入持续激励信号的概念并描述其特性.

定义 2 对于一个给定的正实数ℓ，NDS Σ的外部
输入序列𝑢𝑇 = 𝑐𝑜𝑙{𝑢(𝑡)|𝑇−1

𝑡=0 }是ℓ阶持续激励的，若矩
阵𝑈[ℓ,𝑇−ℓ+1]行满秩(full row rank，FRR).

根据定义2， 外部输入信号𝑢𝑇需足够长才能满

足ℓ阶持续激励的要求. 即𝑇 ≥ ℓ𝑁 + 𝑙 − 1，其中𝑁是

子系统数目.

引理 1 基于NDS的外部输入/输出序列𝑢(𝑡)|∞𝑡=0和
𝑦(𝑡)|∞𝑡=0，定义矩阵

𝑂[𝐿,𝑇−𝐿+1] =

[︂
𝑈[𝐿,𝑇−𝐿+1]

𝑌[𝐿,𝑇−𝐿+1]

]︂
(3)

若𝑢𝑇是𝑚𝑥 + 𝐿阶持续激励的，则NDS任意𝐿长度的输
入/输出轨迹𝑐𝑜𝑙{𝑢̃𝐿, 𝑦𝐿}都可表示为𝑂[𝐿,𝑇−𝐿+1]列向量
的线性组合. 即存在𝜂 ∈ ℛ𝑇−𝐿+1满足𝑐𝑜𝑙{𝑢̃𝐿, 𝑦𝐿} =

𝑂[𝐿,𝑇−𝐿+1]𝜂.反过来，矩阵𝑂[𝐿,𝑇−𝐿+1]各列的任意线性
组合𝑂[𝐿,𝑇−𝐿+1]𝜂都对应NDS的一个𝐿长度的输入/输出
轨迹.

引理1表明，持续激励的信号及其对应的系统输

出能够表示NDS在任意激励下的输入/输出行为.换言
之，不同结构的NDS在任意外部输入信号下的输出相
等，等价于其在持续激励的输入作用下的输出相等.

3 结构可辨识性

针对子系统动态特性已知且结构固定为Φ0的NDS
Σ(Φ0)，为建立其结构全局可辨识的条件，首先定义以

下TFM 𝐺𝑧𝑢(𝜆, 𝑖)，𝐺𝑧𝑣(𝜆, 𝑖)，𝐺𝑦𝑢(𝜆, 𝑖)，𝐺𝑦𝑣(𝜆, 𝑖).

[︂
𝐺𝑦𝑢(𝜆, 𝑖) 𝐺𝑦𝑣(𝜆, 𝑖)

𝐺𝑧𝑢(𝜆, 𝑖) 𝐺𝑧𝑣(𝜆, 𝑖)

]︂
=

[︂
𝐷𝑦𝑢(𝑖) 𝐷𝑦𝑣(𝑖)

𝐷𝑧𝑢(𝑖) 𝐷𝑧𝑣(𝑖)

]︂
+

[︂
𝐶𝑦𝑥(𝑖)

𝐶𝑧𝑥(𝑖)

]︂
× [𝜆𝐼𝑚𝑥𝑖 −𝐴𝑥𝑥(𝑖)]−1

[︀
𝐵𝑥𝑢(𝑖) 𝐵𝑥𝑣(𝑖)

]︀
(4)

其中𝜆表示连续NDS的Laplace变换变量s或者离散NDS
的𝒵变换变量z .定义分块对角的TFM 𝐺⋆#(𝜆)，⋆ = 𝑧或

𝑦，# = 𝑢或𝑣，如下，

𝐺⋆#(𝜆) = 𝑑𝑖𝑎𝑔{𝐺⋆#(𝜆, 𝑖)|𝑁𝑖=1} (5)

注意到在任意结构Φ下，NDS Σ(Φ)的适定性意味

着矩阵𝐼𝑚𝑧 − Φ𝑑𝑖𝑎𝑔{𝐷𝑧𝑣(𝑖)|𝑁𝑖=1}是可逆的. [18]中已
经证明，该条件等价于TFM 𝐼𝑚𝑧

− 𝐺𝑧𝑣(𝜆)Φ是正规满

秩(full normal rank，FNR)的.这意味着该TFM的逆总是
存在.据此，定义关于整个NDS Σ(Φ)的TFM 𝐻(𝜆,Φ)

𝐻(𝜆,Φ) = 𝐺𝑦𝑢(𝜆) +𝐺𝑦𝑣(𝜆)Φ[𝐼𝑚𝑧
−𝐺𝑧𝑣(𝜆)Φ]−1𝐺𝑧𝑢(𝜆)

(6)

引理 2 假设NDS Σ是适定的. 则其在特定的SCM
Φ0下全局可辨识，当且仅当对任意SCM Φ ̸= Φ0，对几
乎所有的𝜆 ∈ 𝒞，𝐻(𝜆,Φ) ̸= 𝐻(𝜆,Φ0).

引理2与[18]中关于NDS任意SCM全局可辨识的结
论类似，证明过程可以参考其中的相关内容，此处

省略. 若参数空间中任意SCM Φ ̸= Φ0均对应不同

于𝐻(𝜆,Φ0)的TFM，则NDS Σ(Φ0)全局可辨识.从应用
的角度看，若存在一组子系统的连接方式导致NDS对
每个外部激励信号都产生与Σ(Φ0)同样的外部输出，

则不难判定这组连接对应了NDS Σ(Φ0)的同一个TFM.
另一方面， 若不同于Φ0的SCM对应了同一个TFM，
则NDS在相同激励下的外部输出通常很难被区分.
当NDS每个子系统Σ𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁,的动态特性均

已知，其TFM 𝐺𝑧𝑣(𝜆, 𝑖)|𝑁𝑖=1、𝐺𝑦𝑣(𝜆, 𝑖)|𝑁𝑖=1等都是确定的.
接下来的数学推导将涉及线性系统理论中的一些知

识[16]. 首先，令𝑟
[𝑖]
𝑦𝑣, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁,表示TFM 𝐺𝑦𝑣(𝜆, 𝑖)的

正规秩. 显然0 ≤ 𝑟
[𝑖]
𝑦𝑣 ≤ 𝑚𝑎𝑥{𝑚𝑦𝑖,𝑚𝑣𝑖}，考虑到

每个TFM 𝐺𝑦𝑣(𝜆, 𝑖)均为有理分式矩阵，对其做Smith-
McMillan分解

𝐺𝑦𝑣(𝜆, 𝑖) = 𝑈𝑦𝑣(𝜆, 𝑖)

⎡⎢⎣𝑑𝑖𝑎𝑔
{︂

𝜋[𝑗]
𝑦𝑣(𝜆,𝑖)

𝜅
[𝑗]
𝑦𝑣(𝜆,𝑖)

⃒⃒⃒⃒𝑟[𝑖]𝑦𝑣

𝑗=1

}︂
0

0 0

⎤⎥⎦𝑉𝑦𝑣(𝜆, 𝑖)

(7)
其中零矩阵具有相应的维数，𝑈𝑦𝑣(𝜆, 𝑖)和𝑉𝑦𝑣(𝜆, 𝑖)分别

是𝑚𝑦𝑖 ×𝑚𝑦𝑖和𝑚𝑣𝑖 ×𝑚𝑣𝑖维的单模阵，𝜋
[𝑗]
𝑦𝑣(𝜆, 𝑖)|𝑟

[𝑖]
𝑦𝑣

𝑗=1和

𝜅
[𝑗]
𝑦𝑣(𝜆, 𝑖)|𝑟

[𝑖]
𝑦𝑣

𝑗=1是不恒为零的有限维实系数多项式. 对每
个单模阵𝑉𝑦𝑣(𝜆, 𝑖)，定义其逆矩阵𝑆𝑦𝑣(𝜆, 𝑖) = 𝑉 −1

𝑦𝑣 (𝜆, 𝑖)

= [𝑆
[1]
𝑦𝑣 (𝜆, 𝑖) 𝑆

[2]
𝑦𝑣 (𝜆, 𝑖)]，其中𝑆

[1]
𝑦𝑣 (𝜆, 𝑖)具有前𝑟

[𝑖]
𝑦𝑣列.显

然，𝑆𝑦𝑣(𝜆, 𝑖)也是一个单模阵，而𝑆
[1]
𝑦𝑣 (𝜆, 𝑖)和𝑆

[2]
𝑦𝑣 (𝜆, 𝑖)

均为在每个𝜆 ∈ 𝒞处都FCR的多项式矩阵. 𝑆[2]
𝑦𝑣 (𝜆, 𝑖)的

列实际上张成了TFM 𝐺𝑦𝑣(𝜆, 𝑖)的右零空间. 令𝑟
[𝑖]
𝑦𝑣, 𝑖 =

1, . . . , 𝑁,表示𝐺𝑦𝑣(𝜆, 𝑖)右零空间的维数，则𝑆
[2]
𝑦𝑣 (𝜆, 𝑖)具

有𝑟
[𝑖]
𝑦𝑣列，且𝑟

[𝑖]
𝑦𝑣 + 𝑟

[𝑖]
𝑦𝑣 = 𝑚𝑣𝑖.

另一方面，考虑到TFM 𝐺𝑧𝑣(𝜆, 𝑖)为𝑚𝑧𝑖 ×𝑚𝑣𝑖维的

有理分式矩阵，则一定存在𝑚𝑧𝑖×𝑚𝑣𝑖维和𝑚𝑣𝑖×𝑚𝑣𝑖维

互质的多项式矩阵𝑁𝑧𝑣(𝜆, 𝑖)和𝐷𝑧𝑣(𝜆, 𝑖)，使得𝐺𝑧𝑣(𝜆, 𝑖)

= 𝑁𝑧𝑣(𝜆, 𝑖)𝐷−1
𝑧𝑣 (𝜆, 𝑖).在线性系统理论中，称𝑁𝑧𝑣(𝜆, 𝑖)

𝐷−1
𝑧𝑣 (𝜆, 𝑖)为𝐺𝑧𝑣(𝜆, 𝑖)的一个右矩阵分式描述(matrix-

fraction description，MFD).
值得注意的是，单模阵𝑈𝑦𝑣(𝜆, 𝑖), 𝑉𝑦𝑣(𝜆, 𝑖), 𝑆𝑦𝑣(𝜆, 𝑖)

和多项式矩阵𝑁𝑧𝑣(𝜆, 𝑖), 𝐷𝑧𝑣(𝜆, 𝑖)均可以单独对每个子

系统计算得到.通常NDS子系统维数不会很高，意味着
其TFM的Smith-McMillan标准形和右MFD的计算一般
不复杂，因此在大规模NDS的分析和综合中可以实现.
对每个子系统Σ𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁，𝐷−1

𝑧𝑣 (𝜆, 𝑖)𝑆
[2]
𝑦𝑣 (𝜆, 𝑖)是一

个𝑚𝑣 × 𝑟
[𝑖]
𝑦𝑣维的有理分式矩阵， 则分别存在𝑚𝑣 ×

𝑟
[𝑖]
𝑦𝑣、𝑚𝑣 × 𝑟

[𝑖]
𝑦𝑣、̂𝑟

[𝑖]
𝑦𝑣 × 𝑟

[𝑖]
𝑦𝑣维的多项式矩阵𝑅(𝜆, 𝑖)及互质

的𝑄(𝜆, 𝑖)、Ω(𝜆, 𝑖)，满足𝐷−1
𝑧𝑣 (𝜆, 𝑖)𝑆

[2]
𝑦𝑣 (𝜆, 𝑖) = 𝑅(𝜆, 𝑖) +

𝑄(𝜆, 𝑖)Ω−1(𝜆, 𝑖). 其中𝑄(𝜆, 𝑖)Ω−1(𝜆, 𝑖)是相应严真有理

分式阵的一个右MFD.
利用上述符号，定义𝑟𝑦𝑣 =

∑︀𝑁
𝑖=1 𝑟

[𝑖]
𝑦𝑣以及𝑚𝑣 ×



𝑟𝑦𝑣,𝑚𝑧 × 𝑟𝑦𝑣维的多项式矩阵𝑋(𝜆)和𝑌 (𝜆)为

𝑋(𝜆) = 𝑑𝑖𝑎𝑔{𝐷𝑧𝑣(𝜆, 𝑖)[𝑅(𝜆, 𝑖)Ω(𝜆, 𝑖) + 𝑄(𝜆, 𝑖)]|𝑁𝑖=1}
(8)

𝑌 (𝜆) = 𝑑𝑖𝑎𝑔{𝑁𝑧𝑣(𝜆, 𝑖)[𝑅(𝜆, 𝑖)Ω(𝜆, 𝑖) + 𝑄(𝜆, 𝑖)]|𝑁𝑖=1}
(9)

根据定义，𝑋(𝜆)和𝑌 (𝜆)均为分块对角的有限次多

项式矩阵.基于这些结果，可以得到下面关于(1)和(2)

所描述的NDS在特定SCM Φ0下全局可辨识的充要条

件.具体的证明过程请参考附录.

定理 1 假设NDS Σ满足𝐴.1和𝐴.2.若TFM 𝐺𝑧𝑢(𝜆)

FNRR，则Σ(Φ0)全局可辨识，当且仅当对任意非零实
向量𝛿 ∈ ℛ𝑚𝑣，以下关于无穷阶多项式向量𝛼(𝜆)的方
程无解，

[𝑋(𝜆) − Φ0𝑌 (𝜆)]𝛼(𝜆) = 𝛿 (10)

注 1 值得指出的是，定理1涉及到的关于每个子
系统Σ𝑖的右MFD 𝑁𝑧𝑣(𝜆, 𝑖)𝐷−1

𝑧𝑣 (𝜆, 𝑖)和𝑄(𝜆, 𝑖)Ω−1(𝜆, 𝑖)

并非唯一，但是这种非唯一性不会影响定理1的结论.
具体地，对任意𝑚𝑣𝑖×𝑚𝑣𝑖维非奇异多项式矩阵𝑊1(𝜆, 𝑖)

令𝑁̄𝑧𝑣(𝜆, 𝑖) = 𝑁𝑧𝑣(𝜆, 𝑖)𝑊1(𝜆, 𝑖), 𝐷̄𝑧𝑣(𝜆, 𝑖) = 𝐷𝑧𝑣(𝜆, 𝑖)×
𝑊1(𝜆, 𝑖).则根据定义，𝑁̄𝑧𝑣(𝜆, 𝑖)𝐷̄−1

𝑧𝑣 (𝜆, 𝑖)也是𝐺𝑧𝑣(𝜆, 𝑖)

的一个右MFD.相应地，𝐷̄−1
𝑧𝑣 (𝜆, 𝑖)𝑆

[2]
𝑦𝑣 (𝜆, 𝑖) = 𝑅̃(𝜆, 𝑖) +

𝑄̃(𝜆, 𝑖)Ω−1(𝜆, 𝑖)，其中𝑅̃(𝜆, 𝑖) = 𝑊−1
1 (𝜆, 𝑖) ×𝑅(𝜆, 𝑖)，

𝑄̃(𝜆, 𝑖) = 𝑊−1
1 (𝜆, 𝑖)𝑄(𝜆, 𝑖)，且𝑄̃(𝜆, 𝑖)Ω−1(𝜆, 𝑖)也是一

个严真的有理分式矩阵.定义多项式矩阵

𝑋1(𝜆) = 𝑑𝑖𝑎𝑔{𝐷̄𝑧𝑣(𝜆, 𝑖)[𝑅̃(𝜆, 𝑖)Ω(𝜆, 𝑖) + 𝑄̃(𝜆, 𝑖)]|𝑁𝑖=1}
𝑌1(𝜆) = 𝑑𝑖𝑎𝑔{𝑁̄𝑧𝑣(𝜆, 𝑖)[𝑅̃(𝜆, 𝑖)Ω(𝜆, 𝑖) + 𝑄̃(𝜆, 𝑖)]|𝑁𝑖=1}

显然𝑋1(𝜆) ≡ 𝑋(𝜆)，𝑌1(𝜆) ≡ 𝑌 (𝜆).因此TFM 𝐺𝑧𝑣(𝜆, 𝑖)

的右MFD 𝑁𝑧𝑣(𝜆, 𝑖)𝐷−1
𝑧𝑣 (𝜆, 𝑖)的非唯一性不影响定理1

的结论.
另一方面，对任意𝑟

[𝑖]
𝑦𝑣 × 𝑟

[𝑖]
𝑦𝑣维非奇异多项式矩阵

𝑊2(𝜆, 𝑖),令𝑄̄(𝜆, 𝑖) = 𝑄(𝜆, 𝑖)𝑊2(𝜆, 𝑖), Ω̄(𝜆, 𝑖) = Ω(𝜆, 𝑖)×
𝑊2(𝜆, 𝑖)， 则𝑄̄(𝜆, 𝑖)Ω̄−1(𝜆, 𝑖)和𝑄(𝜆, 𝑖)Ω−1(𝜆, 𝑖)为同一
个严真有理分式矩阵的不同右MFD.定义多项式矩阵

𝑋2(𝜆) = 𝑑𝑖𝑎𝑔{𝐷𝑧𝑣(𝜆, 𝑖)[𝑅(𝜆, 𝑖)Ω̄(𝜆, 𝑖) + 𝑄̄(𝜆, 𝑖)]|𝑁𝑖=1}
𝑌2(𝜆) = 𝑑𝑖𝑎𝑔{𝑁𝑧𝑣(𝜆, 𝑖)[𝑅(𝜆, 𝑖)Ω̄(𝜆, 𝑖) + 𝑄̄(𝜆, 𝑖)]|𝑁𝑖=1}

根据方程(10), [𝑋2(𝜆) − Φ0𝑌2(𝜆)]𝛼(𝜆) = [𝑋(𝜆) −
Φ0𝑌 (𝜆)]𝛼̂(𝜆)，其中𝛼̂(𝜆) = 𝑑𝑖𝑎𝑔{𝑊2(𝜆, 𝑖)|𝑁𝑖=1}𝛼(𝜆). 显
然，无穷阶多项式𝛼̂(𝜆)和𝛼(𝜆)之间存在双射关系.因此
方程(10)无解等价于方程[𝑋2(𝜆) − Φ0𝑌2(𝜆)]𝛼(𝜆) = 𝛿无
解. 这意味着右MFD 𝑄(𝜆, 𝑖)Ω−1(𝜆, 𝑖)的非唯一性也不
影响定理1的结论.

令𝑟Φ0
表示𝑋(𝜆) − Φ0𝑌 (𝜆)的正规秩.显然0 ≤ 𝑟Φ0

≤ 𝑚𝑎𝑥{𝑚𝑣, 𝑟𝑦𝑣}.对有限维多项式矩阵𝑋(𝜆) − Φ0𝑌 (𝜆)

做Smith分解

𝑋(𝜆)−Φ0𝑌 (𝜆) = 𝑈Φ0
(𝜆)

⎡⎣𝑑𝑖𝑎𝑔
{︂
𝜇
[𝑗]
Φ0

(𝜆)

⃒⃒⃒⃒𝑟Φ0

𝑗=1

}︂
0

0 0

⎤⎦𝑉Φ0
(𝜆)

(11)

其中零矩阵具有相应的维数， 𝑈Φ0
(𝜆)和𝑉Φ0

(𝜆)分别

是𝑚𝑣 × 𝑚𝑣和𝑟𝑦𝑣 × 𝑟𝑦𝑣维的单模阵，𝜇
[𝑗]
Φ0

(𝜆)|𝑟Φ0
𝑗=1是不

恒为零的有限维实系数多项式. 设单模阵𝑈Φ0(𝜆)的逆

为𝑇Φ0
(𝜆) = 𝑈−1

Φ0
(𝜆) = [𝑇

[1]
Φ0

(𝜆)𝑇 𝑇
[2]
Φ0

(𝜆)𝑇 ]𝑇，且𝑇
[1]
Φ0

(𝜆)

具有𝑟Φ0
行.显然𝑇Φ0

(𝜆)也是一个单模阵，而𝑇
[1]
Φ0

(𝜆)和

𝑇
[2]
Φ0

(𝜆)均为在每个𝜆 ∈ 𝒞处都FRR的多项式矩阵.
基于这些符号，可以得到下面关于(1)和(2)所描述

的NDS Σ在计算上可行的充分必要条件，以判定其在

特定SCM Φ0下是否全局可辨识.具体的证明过程请参
考附录.

定理 2 假设NDS Σ满足𝐴.1和𝐴.2.若TFM 𝐺𝑧𝑢(𝜆)

FNRR，则Σ(Φ0)全局可辨识，当且仅当实数矩阵𝑇 =

𝑐𝑜𝑙{𝑇 [𝑘]|𝑝𝑘=0}为FCR.其中𝑝 = 𝑚𝑎𝑥{𝑑𝑒𝑔[𝑇
[2]
Φ0

(𝜆)]𝑖𝑗}，且
𝑇 [𝑘], 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑝,为𝑇

[2]
Φ0

(𝜆)的系数矩阵，即𝑇
[2]
Φ0

(𝜆) =∑︀𝑝
𝑘=0 𝜆

𝑘𝑇 [𝑘].

注 2 定理2表明，由(1)和(2)描述的NDS在特定连
接下的全局可辨识性最终可以转化为便于检验的代数
判据. 若矩阵𝑇非FCR，则存在一个包含SCM Φ0的区
域E (Φ0)

E (Φ0) = {Φ|Φ = Φ0 + 𝑇⊥[𝛾1 𝛾2 · · · 𝛾mz ]} (12)

其中𝛾𝑗 ∈ ℛ𝑟𝑇 , 𝑗 = 1, . . . ,𝑚𝑧，𝑟𝑇是𝑇的右零空间即
矩阵𝑇⊥的维数. 任意SCM Φ𝑒 ∈ E (Φ0)，都满足NDS
Σ(Φ𝑒)适定且稳定；且在相同信号激励下，都使得外部
输出𝑦(𝑡,Φ𝑒)相同. 我们称E (Φ0)为关于SCM Φ0的不可
辨识区域，是一个无限域.事实上，根据(12)，Σ(Φ0)的
全局可辨识性和其在Φ0附近邻域内的局部可辨识性是
等价的.

定理2可以应用于已知子系统连接位置和系数

的NDS，如电网系统和某些传感器网络等.在实际工程
问题中，存在一类NDS，无论子系统之间的相互作用
怎么改变，其SCM Φ中某些位置的元素总是固定不变.
如每个子系统都不存在自环，即SCM Φ对角块上的元

素固定为零，等等.事实上在NDS的分析与综合中，这
是一个普遍的约束. 定义集合S来描述这一类NDS的
结构信息，

S = {Φ|[Φ]𝑖𝑗已知, 𝑖 ∈ I𝑗 , 𝑗 ∈ J} (13)

其中I𝑗 ⊆ {1, · · · ,𝑚𝑣}, J ⊆ {1, · · · ,𝑚𝑧}, |I𝑗 | = 𝑞(𝑗). 不
失一般性地，令I𝑗 = {𝑘𝑗,1, 𝑘𝑗,2, · · · , 𝑘𝑗,𝑞(𝑗)}且1 ≤ 𝑘𝑗,1 <

· · · < 𝑘𝑗,𝑞(𝑗) ≤ 𝑚𝑣 . 同时，记矩阵𝑇的列向量为t𝑖 ∈
ℛ𝑚𝑣−𝑟Φ0，𝑖 = 1, . . . ,𝑚𝑣，即𝑇 = [t1 t2 · · · tmv ].

推论 1 假设NDS Σ的结构信息包含在集合S中.
若TFM 𝐺𝑧𝑢(𝜆) FNRR，则Σ(Φ0)全局可辨识，当且仅当
下述定义的每个矩阵𝑇𝑗，𝑗 ∈ J，都为FCR，

𝑇𝑗 = {t𝑖|𝑖 ∈ {1, · · · ,𝑚𝑣} ∖ I𝑗} (14)

注 3 对任意𝛾𝑗 ∈ ℛ𝑟𝑇𝑗 , 𝑗 ∈ J，定义向量𝛿𝑗 = 𝑇⊥
𝑗 𝛾𝑗

= [𝛿1,𝑗 𝛿2,𝑗 · · · 𝛿𝑚𝑣−𝑞(𝑗),𝑗 ]
𝑇，其中𝑟𝑇𝑗为𝑇𝑗的右零空间

即矩阵𝑇⊥
𝑗 的维数.对于具有集合S所描述的结构信息

的NDS Σ，若推论1的条件没有得到满足，则同样存在



一个不可辨识的区域

E𝑠(Φ0) = {Φ|Φ = Φ0 + [𝛿1 𝛿2 · · · 𝛿mz ]} (15)

其中𝛿𝑗 = [𝛿1,𝑗 𝛿2,𝑗 · · · 𝛿𝑚𝑣,𝑗 ]
𝑇 , 𝑗 = 1, . . . ,𝑚𝑧且𝛿𝑖,𝑗

𝑖 ∈ {1, · · · ,𝑚𝑣}，满足以下等式

𝛿𝑖,𝑗 =

{︂
0 𝑖 ∈ I𝑗

𝛿𝑠,𝑗 , 𝑠 = 𝑖− |{1, · · · , 𝑖} ∩ I𝑗 | 𝑖 /∈ I𝑗
(16)

任意SCM Φ𝑠 ∈ E𝑠(Φ0)，都满足NDS Σ(Φ𝑠)适定且稳定；
且在相同信号激励下，都使得外部输出𝑦(𝑡,Φ𝑠)相同.

注意到，(13)所对应的SCM Φ中，默认未知的[Φ]𝑖𝑗 ,

𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑚𝑣}, 𝑗 ∈ {1, . . . ,𝑚𝑧}是互相独立的. 考虑更
一般的情况，当NDS Σ的SCM Φ满足以下约束时

Φ(𝜃) = Φ[0] +

𝑞∑︁
𝑘=1

𝜃[𝑘]Φ[𝑘] (17)

其中Φ[0]表示固定不变的常数SCM，Φ[𝑘] ∈ ℛ𝑚𝑣×𝑚𝑧 , 𝑘

= 1, . . . , 𝑞,表示已知的结构信息，如哪些子系统之间

存在固定不变的比例关系的连接等；𝜃𝑘 ∈ R, 𝑘 =

1, . . . , 𝑞,为可变或未知参数，如子系统之间的连接系

数，在系统运行中能被改变或需要根据实验数据进行

估计；1 ≤ 𝑞 ≤ 𝑚𝑣𝑚𝑧表示Φ中互相独立的参数个数.
(17)意味着SCM Φ中某些位置的元素是相关的. 对这
样的NDS Φ(𝜃0)，也能根据定理2建立其关于特定连接

的参数向量𝜃0 = 𝑐𝑜𝑙{𝜃[𝑘]0 |𝑞𝑘=1}的全局可辨识条件.

推论 2 假设NDS Σ的SCM Φ由(17)式描述.若TFM
𝐺𝑧𝑢(𝜆) FNRR，则Σ(Φ(𝜃0))全局可辨识，当且仅当矩
阵[𝑣𝑒𝑐(𝑇Φ[1]) 𝑣𝑒𝑐(𝑇Φ[2]) · · · 𝑣𝑒𝑐(𝑇Φ[𝑞])] FCR.

推论1可以作为推论2的一种特殊情况.即推论2也

可用于SCM Φ的各个元素是相互独立的情形. 但在一
般情况下，推论1的条件的计算复杂度远低于推论2的

条件.
在许多实际应用问题中，关于NDS的SCM Φ的先

验信息仅包含非零元素的位置，而无法精确得知其数

值大小. 比如在基因调控网络中，通常只能根据生物
学知识推断哪些基因或其他化学分子之间存在直接的

相互作用，但无法知道它们之间的作用强度.对这种情
况，可基于定理1得到下面的推论.

推论 3 定义实对角阵𝑃 = 𝑑𝑖𝑎𝑔{𝑝𝑙|𝑚𝑧

𝑙=1}，其中每
个𝑝𝑙 ∈ ℛ, 𝑙 ∈ {1, · · · ,𝑚𝑧}是代数独立的. 若TFM
𝐺𝑧𝑢(𝜆) FNRR，则Σ(Φ0)全局可辨识，当且仅当对任
意非零实向量𝛿 ∈ ℛ𝑚𝑣，以下关于无穷阶多项式向
量𝛼(𝜆)和𝛽(𝜆)的方程无解，[︂

𝑋(𝜆) −Φ0𝑃

𝑌 (𝜆) −𝑃

]︂ [︂
𝛼(𝜆)

𝛽(𝜆)

]︂
=

[︂
𝛿

0

]︂
(18)

定理2中需要对𝑋(𝜆)−Φ0𝑌 (𝜆)作Smith分解，其计
算复杂度为矩阵维数的三次方的数量级，因此在大规

模NDS中通常难以实现. 基于推论3，利用[20]中赋值
拟阵(valuated matroid)的相关结论，可以通过图论的方
法规避具体的Smith标准形计算.另一方面，根据𝑃对角

元素的代数独立性，有希望得到NDS Σ只依赖于Φ0非

零元素的位置而不依赖其具体数值的全局可辨识性判

据.目前我们正在展开这方面的研究.
当TFM 𝐺𝑦𝑣(𝜆)满足正规列满秩(full normal column

rank，FNCR)条件，或者进一步当TFM 𝐺𝑧𝑢(𝜆)非FNRR
时，我们已经得到了与定理1相对应的，关于NDS
Σ(Φ0)全局可辨识的充分必要条件.由于篇幅限制，将
在其他合适的场合报告. 另外，推论1 − 3的证明也由

于篇幅限制未包含在本论文中.

4 数值仿真

为了验证上一节的理论结果，本节人工构建了
一个包含两个子系统和一条边的简单NDS. 每个子系
统Σ𝑖, 𝑖 = 1, 2,的系统矩阵以及结构改变前后对应
的SCM Φ0，Φ𝑒分别为

𝐴𝑥𝑥(𝑖) =

[︃
−2.0000 −1.0000

4.0000 −7.0000

]︃

𝐵𝑥𝑣(𝑖) =

[︃
−0.3000 0.1000

1.1000 0.8000

]︃
, 𝐵𝑥𝑢(𝑖) =

[︃
0.2900 0

0 −1.6000

]︃
𝐶𝑧𝑥(𝑖) = [1.0000 1.0000], 𝐶𝑦𝑥(𝑖) = [1.0000 − 1.0000]

𝐷𝑧𝑣(𝑖) = [0 − 1.0000], 𝐷𝑦𝑣(𝑖) = [0.2000 0.1000]

𝐷𝑧𝑢(𝑖) = [−0.3700 1.1500], 𝐷𝑦𝑢(𝑖) = [2.1800 − 0.4600]

Φ0 =

⎡⎢⎢⎢⎣
0 0

0 0

1.0000 0

0 0

⎤⎥⎥⎥⎦ ,Φ𝑒 =

⎡⎢⎢⎢⎣
0 0

0 0

0 0

2.0000 0

⎤⎥⎥⎥⎦
根据这些系统矩阵可知，TFM 𝐺𝑧𝑢(𝜆, 𝑖), 𝑖 = 1, 2,一

定FNRR.经过简单的数值计算，多项式矩阵𝑆
[2]
𝑦𝑣 (𝜆, 𝑖) =

[−1 2]𝑇，且TFM 𝐺𝑧𝑣(𝜆, 𝑖), 𝑖 = 1, 2,的一个右MFD可以
写为

𝐺𝑧𝑣(𝜆, 𝑖)

=[0.8000𝜆− 2.2000 − 𝜆2 − 8.1000𝜆− 16.1000][︃
(𝜆+ 3.0000)(𝜆+ 6.0000) 0

0 (𝜆+ 3.0000)(𝜆+ 6.0000)

]︃−1

基于多项式矩阵𝑅(𝜆, 𝑖), 𝑄(𝜆, 𝑖),Ω(𝜆, 𝑖)及𝑋(𝜆), 𝑌 (𝜆)的
定义，NDS Σ(Φ0)对应的多项式矩阵𝑋(𝜆) − Φ0𝑌 (𝜆)为

𝑋(𝜆)− Φ0𝑌 (𝜆)

=(𝜆+ 6.0000)×

⎡⎢⎢⎢⎣
−𝜆− 3.0000 0

2.0000𝜆+ 6.0000 0

2.0000𝜆+ 5.0000 −𝜆− 3.0000

0 2.0000𝜆+ 6.0000

⎤⎥⎥⎥⎦
通过计算多项式矩阵𝑋(𝜆)−Φ0𝑌 (𝜆)的Smith标准形，最
终得到定理2的判据矩阵𝑇为

𝑇 =

⎡⎢⎢⎢⎣
−5.0000 0 −3.0000 −1.5000

2.0000 1.0000 0 0

−2.0000 0 −1.0000 −0.5000

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎦
显然矩阵𝑇为非FCR.根据定理2的结论，该人工

构造的NDS Σ(Φ0)全局不可辨识.即存在SCM Φ𝑒 ̸= Φ0



使得对应任意的外部输入信号，𝑦(𝑡,Φ𝑒)和𝑦(𝑡,Φ0)无法

被区分.基于(12)确定一个满足条件的SCMΦ𝑒 ∈ E (Φ0).
根据引理1，选择具有持续激励特性的测试信号，

如伪随机码(𝑚序列)作为NDS Σ(Φ0)和Σ(Φ𝑒)的外部输

入. 若两者对应的输出是相同的，则可以认为NDS
Σ(Φ0)全局不可辨识.
图1显示了NDS Σ𝑖(Φ0)和Σ𝑖(Φ𝑒), 𝑖 = 1, 2,的外部输

出时间序列及两者的相对差值. 其中横坐标表示采样
时间，在实验中等于采样周期×采样步长.具体地，令
𝐴0和𝐴𝑒分别为Σ(Φ0)和Σ(Φ𝑒)的状态转移阵，𝜌𝑚𝑎𝑥(·)
和𝜌𝑚𝑖𝑛(·)分别表示矩阵特征值绝对值的最大和最小值.
根据引理1，在实际仿真中，对两个子系统独立输入两

组取值为+0.5和-0.5的𝑚序列，设置NDS的采样周期和
步长分别为 0.1000

𝑚𝑎𝑥{𝜌𝑚𝑎𝑥(𝐴0),𝜌𝑚𝑎𝑥(𝐴𝑒)}，𝑚𝑎𝑥{1×104, 100×
[𝑚𝑎𝑥{𝜌𝑚𝑎𝑥(𝐴0),𝜌𝑚𝑎𝑥(𝐴𝑒)}
𝑚𝑖𝑛{𝜌𝑚𝑖𝑛(𝐴0),𝜌𝑚𝑖𝑛(𝐴𝑒)} ]}，以保证在有足够信息去激
励NDS输出之差的同时，又避免带来太高的计算成本.
图1(𝑎)中的纵坐标表示NDS的外部输出值，上下

两个子图分别对应子系统Σ1和Σ2.每个子图中蓝色实
线和红色虚线分别对应Σ𝑖(Φ0)和Σ𝑖(Φ𝑒).定义Σ(Φ0)和

Σ(Φ𝑒)外部输出的相对差值为𝑒𝑦(𝑡) = 𝑦(𝑡,Φ𝑒)−𝑦(𝑡,Φ0)
𝑦(𝑡,Φ0)

，

图1(𝑏)显示了𝑒𝑦(𝑡)随时间的变化情况. 实线和虚线分
别对应Σ1和Σ2. 虽然𝑒𝑦(𝑡)不恒等于零，但由于其幅值

在10−16的数量级，可以认为是由数值计算带来的误差.
综合图1(𝑎), 1(𝑏)可以判定，在𝑚序列的激励下，NDS
Σ(Φ0)和Σ(Φ𝑒)的结构并不能从输出数据中区分出来.
因此，上一节中理论结果的正确性得到了验证.
下面讨论SCM Φ到Φ0的不可辨识区域E (Φ0)的距

离和对应的输出之差的关系.理论上，若NDS Σ的SCM
Φ发生变化且Φ /∈ E (Φ0)，其外部输出也会改变.不同
于单变量系统，多变量系统对不同方向上的输入可能

产生不同的响应.对于参数空间中某个确定的SCM Φ̃，

定义SCM Φ̃(𝜏)为

Φ̃(𝜏) = Φ0 + 𝜏 · (Φ̃ − Φ0), 𝜏 ∈ ℛ* (19)

随着参数𝜏从0开始逐渐增大，固定在Φ̃ − Φ0方向上

的SCM Φ̃(𝜏)到Φ0的距离也逐渐增加.特别地，当𝜏 = 0

时，Σ(Φ̃(0)) = Σ(Φ0)是全局不可辨识的.为了观察当𝜏

增大时，在相同的𝑚序列的激励下，NDS Σ(Φ̃(𝜏))的输

出𝑦(𝑡, Φ̃(𝜏))相对Σ(Φ0)的输出𝑦(𝑡,Φ0)的变化情况，定

义𝜀𝜏 (𝑡) = 𝑦(𝑡, Φ̃(𝜏)) − 𝑦(𝑡,Φ0)及以下符号

𝑑[𝑇 ]
𝜏 =

1

𝑀

⎯⎸⎸⎷𝑀−1∑︁
𝑡=0

𝜀𝑇𝜏 (𝑡)𝜀𝜏 (𝑡)

𝑑[𝐹 ]
𝜏 =‖ 𝐻(𝜆, Φ̃(𝜏)) −𝐻(𝜆,Φ0) ‖∞

𝑑[𝑆]
𝜏 = inf

Φ∈E (Φ0)
𝜎̄(Φ̃(𝜏) − Φ)

其中M是采样次数，̄𝜎(·)表示矩阵的最大奇异值，‖ · ‖∞
表示TFM的ℋ∞范数. 𝑑[𝑇 ]

𝜏 和𝑑
[𝐹 ]
𝜏 分别代表NDS Σ(Φ̃(𝜏))

的外部输出和由(6)所定义的TFM与NDS Σ(Φ0)的相

应函数之间的差别， 而𝑑
[𝑆]
𝜏 代表Φ̃(𝜏)到不可辨识区

域E (Φ0)的距离.
根据定义，𝑑[𝑇 ]

𝜏 表示M次采样后𝑦(𝑡, Φ̃(𝜏))和𝑦(𝑡,Φ0)
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图 1: NDS Σ(Φ0)和Σ(Φ𝑒)的外部输出及其相对差值. (a)
Σ(Φ0)和Σ(Φ𝑒)的外部输出时间序列；(b) Σ(Φ0)和Σ(Φ𝑒)外部

输出的相对差值随时间的变化.

之差的ℓ2范数的算术平均. 一个TFM的ℋ∞范数是一

种诱导范数，表征其频率响应的最大奇异值的最大

值[15]. 因此𝑑
[𝑇 ]
𝜏 和𝑑

[𝐹 ]
𝜏 可以分别衡量当𝜏增大时，NDS

Σ(Φ𝜏 )相对于Σ(Φ0)在时域和频域的变化大小. 另一方
面，矩阵的最大奇异值也是一种常用的衡量矩阵之差

的诱导范数[17].从应用的角度来看，上述数值是比较
合理的.
针对SCM Φ0的每个元素，在[-1,1]区间上产生独

立的服从均匀分布的样本，作为新的SCM的元素. 对
每个SCM，考虑𝜏以0.1为间隔从0增加到20，在同一个
方向上生成201个SCM样本.从这些样本中去掉对应于
不稳定NDS的SCM样本后，选取了三个比较典型的方
向Φ̃1，̃Φ2，̃Φ3进行分析.记根据这三个方向和(19)产生
的SCM样本为Φ̃𝑘(𝜏), 𝑘 = 1, 2, 3.

Φ̃1 =

⎡⎢⎢⎢⎣
0.5866 0.2437

−0.2540 −0.2118

1.6641 −0.2814

0.5077 −0.8223

⎤⎥⎥⎥⎦ , Φ̃2 =

⎡⎢⎢⎢⎣
−0.8170 0.5795

0.2293 −0.5293

0.0220 −0.1040

0.1465 0.1387

⎤⎥⎥⎥⎦

Φ̃3 =

⎡⎢⎢⎢⎣
−0.4895 0.4504

0.7171 −0.5402

1.8221 0.1521

03993 0.6213

⎤⎥⎥⎥⎦
计算结果如图2所示. 其中各个子图中的蓝色、红

色和黑色曲线分别表示由Φ̃1、̃Φ2和Φ̃3所生成的样本及

其对应的NDS的特性. 在仿真计算中，设定同前. 对
每个NDS Σ(Φ̃𝑘(𝜏)), 𝑘 = 1, 2, 3，令𝐴𝑘(𝜏)为其状态转

移阵，设置采样周期为 0.1000
𝑚𝑎𝑥{𝜌𝑚𝑎𝑥(𝐴0),𝜌𝑚𝑎𝑥(𝐴𝑘(𝜏)}，步长

为𝑚𝑎𝑥{1 × 104, 100 × [𝑚𝑎𝑥{𝜌𝑚𝑎𝑥(𝐴0),𝜌𝑚𝑎𝑥(𝐴𝑘(𝜏))}
𝑚𝑖𝑛{𝜌𝑚𝑖𝑛(𝐴0),𝜌𝑚𝑖𝑛(𝐴𝑘(𝜏))} ]}.

图2(𝑎)表明，在不同方向Φ̃𝑘, 𝑘 = 1, 2, 3,上，Φ̃𝑘(𝜏)

到不可辨识区域E (Φ0)的距离𝑑
[𝑆]
𝜏 总是随着参数𝜏的增

加而线性递增. 基于这一关系，研究NDS外部输出之
差𝑑

[𝑇 ]
𝜏 与Φ̃𝑘(𝜏)到不可辨识区域的距离𝑑

[𝑆]
𝜏 之间的关系



可以转化为其在固定方向上相对𝜏的变化关系.计算结
果如图2(𝑏)所示. 当𝜏较小时，𝑑

[𝑇 ]
𝜏 随着自变量𝜏的增加

逐渐递增，𝜏达到某个数值后反而逐渐减小.
另一方面，考虑𝑑

[𝑇 ]
𝜏 关于由(6)所定义的TFM之差

的ℋ∞范数𝑑
[𝐹 ]
𝜏 的变化情况，如图2(𝑐)所示.当𝑑

[𝐹 ]
𝜏 较小

时，𝑑[𝑇 ]
𝜏 随着自变量𝑑

[𝐹 ]
𝜏 的增加而递增.结合2(𝑏)和2(𝑐)

可知，NDS的SCM在不可辨识区域附近改变时其外部
输出之差随着SCM到不可辨识区域距离的增加而增加.
需要指出的是，样本Φ̃1对应的曲线在图2(𝑏)和2(𝑐)中出

现了对应于同一个外部输出之差𝑑
[𝑇 ]
𝜏 = 0.0010的跳变

点.对此现象我们在本节后面具体分析.
当Φ̃𝑘(𝜏), 𝑘 = 1, 2, 3,距离不可辨识区域E (Φ0)较远

时，从图2(𝑏)可以看出，𝑑
[𝑇 ]
𝜏 随着参数𝜏的增加逐渐减

小.考虑出现这种“波峰”是由于受到了系统稳定裕量
的影响.根据经典控制理论，NDS状态转移阵复特征根
的虚部和实部的绝对值比值越大，系统的阻尼系数就

越小，在阶跃状信号的激励下，其输出振荡越厉害、过

渡过程越长；同时，当实特征根离虚轴越近时，系统在

阶跃状信号激励下的过渡过程也越长. 令𝑚𝑎𝑥| 𝐼𝑚𝑅𝑒 |表
示NDS状态转移阵复特征根的虚部和实部绝对值之
比的最大值，𝑚𝑖𝑛|𝜌|表示NDS状态转移阵实特征根的
绝对值的最小值.图2(𝑑)和2(𝑒)分别显示了两者关于参

数𝜏的变化曲线.其中，Σ(Φ̃2(𝜏))的状态转移阵只有复

特征根，而Σ(Φ̃3(𝜏))的𝑚𝑎𝑥| 𝐼𝑚𝑅𝑒 |值几乎全为零.
结合图2(𝑏), 2(𝑑)可知，Σ(Φ̃2(𝜏))的𝑚𝑎𝑥| 𝐼𝑚𝑅𝑒 |和𝑑

[𝑇 ]
𝜏 几

乎在相同𝜏值附近达到峰值. 同时，结合图2(𝑏), 2(𝑒)可

知，Σ(Φ̃3(𝜏))的𝑚𝑖𝑛|𝜌|和𝑑
[𝑇 ]
𝜏 也几乎在相同𝜏值附近达

到极值. 这些结果表明，NDS在不同结构下的外部输
出之差的确依赖于系统的稳定裕量. 针对这一现象，
图2(𝑓)和2(𝑔)分别显示了Σ(Φ̃2(𝜏))、Σ(Φ̃3(𝜏))的上述两

个指标和对应的外部输出之差𝑑
[𝑇 ]
𝜏 的关系.从整体趋势

看，当𝑚𝑎𝑥| 𝐼𝑚𝑅𝑒 |逐渐增加或𝑚𝑖𝑛|𝜌|逐渐减小时，𝑑
[𝑇 ]
𝜏 都

越来越大. 表明NDS距离不稳定区域越近，其外部输
出越容易被区分.
前面已经指出，图2(𝑏)和2(𝑐)中出现了对应于同

一个𝑑
[𝑇 ]
𝜏 = 0.0010的跳变点. 在该点处𝑑

[𝐹 ]
𝜏 取得最大

值𝑑
[𝐹 ]
𝑚𝑎𝑥 = 4.9700 × 102，远高于其他𝜏处的ℋ∞范数

值. 图2(ℎ)给出了在该点处，𝐻(𝜆,Φ
[1]
𝜏 ) − 𝐻(𝜆,Φ0)的

奇异值𝜎(𝑑
[𝐹 ]
𝑚𝑎𝑥)随角频率𝜔的变化曲线. 十分明显，两

个TFM之差的频率响应在低频段条件数较大， 导

致NDS对某些方向上的输入数据相当敏感. 这也解释
了图2(𝑓)、2(𝑔)以及图2(𝑐)的蓝色曲线上出现的“锯齿”

状跳变现象.在某种程度上，本实验中选取的两个相互
独立的𝑚序列作为输入信号并不十分理想.
综上所述，NDS在不同结构下的外部输出之差不

仅依赖于其SCM Φ到不可辨识区域的距离，还取决于

其到系统不稳定区域的距离.此外，考虑到多变量系统
的响应本身具有方向性，若某些结构变化导致NDS对
外部输入信号比较敏感，相应的外部输出也会发生较

大改变.因此在后续的辨识实验设计中，选取在各个方
向上分布均匀的测试信号可能更为合适.

5 总结

在每个子系统的外部输入到内部输出的TFM满
足FNRR的前提下， 本文研究了对NDS的要求， 使
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图 2: NDS Σ(Φ0)结构变化前后的外部输出之差在不可辨识区

域附近和不稳定区域附近的变化情况. 各图中蓝、红、黑色的
曲线分别对应于Φ̃1,Φ̃2,Φ̃3生成的样本. (a) SCM样本到不可辨
识区域的距离𝑑

[𝑆]
𝜏 随𝜏的变化；(b) NDS外部输出之差𝑑

[𝑇 ]
𝜏 随𝜏的

变化；(c) NDS外部输出之差𝑑
[𝑇 ]
𝜏 随TFM之差的ℋ∞范数𝑑

[𝐹 ]
𝜏 的

变化；(d) 状态转移阵复数特征根的虚部和实部绝对值比值的
最大值𝑚𝑎𝑥| 𝐼𝑚

𝑅𝑒
|随𝜏的变化；(e)状态转移阵实数特征根绝对值

的最小值𝑚𝑖𝑛|𝜌|随𝜏的变化；(f) NDS外部输出之差𝑑
[𝑇 ]
𝜏 随状态转

移阵复数特征根虚部和实部绝对值比值的最大值𝑚𝑎𝑥| 𝐼𝑚
𝑅𝑒

|的变
化；(g) NDS外部输出之差𝑑

[𝑇 ]
𝜏 随状态转移阵实数特征根绝对值

的最小值𝑚𝑖𝑛|𝜌|的变化；(h) 𝑑[𝐹 ]
𝑚𝑎𝑥所对应的NDS频率响应的奇

异值的频率特性.

其SCM可以通过实验数据被估计出.除了适定性以外，
对子系统动态以及子系统之间的连接关系没有任何其

他的约束.我们证明了在特定连接下，NDS的全局可辨
识性可以转化为一个便于检验的代数判据. 该结构可
辨识性条件被进一步推广到一些对NDS的SCM具有一
定先验知识的情形. 借助于赋值拟阵的相关结论，这
些结果有望被进一步表示为基于图论的条件，从而有

效规避所涉及的Smith标准形的计算，使结果更适用于
大规模NDS的结构可辨识性判断.
仿真计算结果表明，NDS的外部输出之差在不可

辨识区域附近随着SCM到不可辨识区域距离的增加而
增加，在不稳定区域附近随着NDS到不稳定区域距离



的减少而增加.这可能意味着，NDS越趋向于不稳定则
越利于结构辨识. 另外，我们还观察到由于多变量系
统的响应具有方向性，而辨识对象对哪一特定方向的
输入更为敏感通常是未知的，因此应当选取在各方向
上分布较均匀的信号作为测试信号. 这些发现为后续
辨识实验的设计提供了一些重要启示.

附录

定理1的证明：考虑定理1的逆命题. 基于引理2，在特定SCM Φ0下

的NDS Σ(Φ0)是全局不可辨识的，当且仅当存在满足系统适定性

的SCM Φ⋆ ̸= Φ0，使得𝐻(𝜆,Φ⋆)−𝐻(𝜆,Φ0) ≡ 0. 根据(6)中𝐻(𝜆,Φ)

的定义，

𝐻(𝜆,Φ⋆)−𝐻(𝜆,Φ0)

=𝐺𝑦𝑣(𝜆){Φ⋆[𝐼𝑚𝑧 −𝐺𝑧𝑣(𝜆)Φ⋆]
−1−

[𝐼𝑚𝑣 − Φ0𝐺𝑧𝑣(𝜆)]
−1Φ0}𝐺𝑧𝑢(𝜆)

=𝐺𝑦𝑣(𝜆)[𝐼𝑚𝑣 − Φ0𝐺𝑧𝑣(𝜆)]
−1Δ⋆

[𝐼𝑚𝑧 −𝐺𝑧𝑣(𝜆)Φ⋆]
−1𝐺𝑧𝑢(𝜆)

≡0

(a.1)

其中Δ⋆ = Φ0−Φ⋆.当TFM 𝐺𝑧𝑢(𝜆)满足FNRR，(𝑎.1)等价于𝐺𝑦𝑣(𝜆)×
[𝐼𝑚𝑣 − Φ0𝐺𝑧𝑣(𝜆)]−1Δ⋆ ≡ 0. 进一步地，基于(7)中TFM 𝐺𝑦𝑣(𝜆, 𝑖)的

Smith-McMillan标准形可推得

𝑉
[1]
𝑦𝑣 (𝜆)[𝐼𝑚𝑣 − Φ0𝐺𝑧𝑣(𝜆)]

−1Δ⋆ ≡ 0 (a.2)

其中𝑉
[1]
𝑦𝑣 (𝜆) = 𝑑𝑖𝑎𝑔{𝑉 [1]

𝑦𝑣 (𝜆, 𝑖)|𝑁𝑖=1}.

设Δ⋆ = [𝛿
[1]
⋆ 𝛿

[2]
⋆ · · · 𝛿

[mz]
⋆ ]，其中𝛿

[j]
⋆ ∈ ℛ𝑚𝑣 , 𝑗 = 1, . . . ,

𝑚𝑧 . 存在非零实数矩阵Δ⋆使得方程(𝑎.2)成立，等价于其中至少有一

个列向量𝛿
[ℓ]
⋆ , ℓ ∈ {1, . . . ,𝑚𝑧}，是有理分式矩阵𝑉

[1]
𝑦𝑣 (𝜆)[𝐼𝑚𝑣 −Φ0 ×

𝐺𝑧𝑣(𝜆)]−1右零空间的一个非零元，即𝑉
[1]
𝑦𝑣 (𝜆)[𝐼𝑚𝑣 −Φ0𝐺𝑧𝑣(𝜆)]−1×

𝛿
[ℓ]
⋆ ≡ 0. 根据关系式𝑉

[1]
𝑦𝑣 (𝜆)𝑆

[2]
𝑦𝑣 (𝜆) ≡ 0可知，对𝛿

[ℓ]
⋆ 总存在𝑟𝑦𝑣 维无

穷阶多项式列向量𝛼̄(𝜆)，使[𝐼𝑚𝑣 − Φ0𝐺𝑧𝑣(𝜆)]−1𝛿
[ℓ]
⋆ = 𝑆

[2]
𝑦𝑣 (𝜆)𝛼̄(𝜆)

成立. 等价地

𝛿
[ℓ]
⋆ = [𝐼𝑚𝑣 − Φ0𝐺𝑧𝑣(𝜆)]𝑆

[2]
𝑦𝑣 (𝜆)𝛼̄(𝜆)

= [𝐷𝑧𝑣(𝜆)− Φ0𝑁𝑧𝑣 ]𝐷
−1
𝑧𝑣 (𝜆)𝑆

[2]
𝑦𝑣 (𝜆)𝛼̄(𝜆)

= [𝐷𝑧𝑣(𝜆)− Φ0𝑁𝑧𝑣 ][𝑅(𝜆) +𝐷−1
𝑧𝑣 (𝜆)𝑆

[2]
𝑦𝑣 (𝜆)]𝛼̄(𝜆)

= [𝐷𝑧𝑣(𝜆)− Φ0𝑁𝑧𝑣 ][𝑅(𝜆) +𝑄(𝜆)Ω−1(𝜆)]𝛼̄(𝜆)

= [𝑋(𝜆)− Φ0𝑌 (𝜆)]Ω−1(𝜆)𝛼̄(𝜆)

(a.3)

其中𝑆
[2]
𝑦𝑣 (𝜆) = 𝑑𝑖𝑎𝑔{𝑆[2]

𝑦𝑣 (𝜆, 𝑖)|𝑁𝑖=1}，注意到𝐷−1
𝑧𝑣 (𝜆)𝑆

[2]
𝑦𝑣 (𝜆)和𝑄(𝜆)×

Ω−1(𝜆)分别是同一个严真有理分式矩阵的左MFD和右MFD，因此第四
个等号成立. 令𝛼(𝜆) = Ω−1(𝜆)𝛼̄(𝜆)，显然𝛼̄(𝜆)和𝛼(𝜆)之间存在双射

关系，换言之𝛼̄(𝜆)的存在性和𝛼(𝜆)的存在性是等价的. 即方程(𝑎.3)有

解意味着方程(10)有解. 定理1得证.

定理2的证明：考虑定理2的逆命题.根据定理1，若TFM 𝐺𝑧𝑢(𝜆)FNRR，
NDS Σ在特定SCM Φ0下结全局不可辨识，等价于存在非零实向量𝛿 ∈
ℛ𝑚𝑣满足方程(10). 将(11)的Smith标准型中的单模阵𝑉Φ0 (𝜆) 分解为

两个行块矩阵[𝑉
[1]
Φ0

𝑇
(𝜆) 𝑉

[2]
Φ0

𝑇
(𝜆)]𝑇，其中𝑉

[1]
Φ0

(𝜆)具有𝑟Φ0
行. 则方

程(10)意味着[︃
𝑑𝑖𝑎𝑔{𝜇[𝑗]

Φ0
(𝜆)|

𝑟Φ0
𝑗=1}𝑉

[1]
Φ0

(𝜆)𝛼(𝜆)

0

]︃
=

[︃
𝑇

[1]
Φ0

(𝜆)

𝑇
[2]
Φ0

(𝜆)

]︃
𝛿 (a.4)

以上方程实际上包含了两个约束.首先验证对于任意实数向量𝛿 ∈
ℛ𝑚𝑣，方程𝑑𝑖𝑎𝑔{𝜇[𝑗]

Φ0
(𝜆)|

𝑟Φ0
𝑗=1}𝑉

[1]
Φ0

(𝜆)𝛼(𝜆) = 𝑇
[1]
Φ0

(𝜆)𝛿是否有解. 定
义𝑆Φ0

(𝜆)为𝑉Φ0
(𝜆) 的逆矩阵且分解为两个列块矩阵，即𝑆Φ0

(𝜆) =

𝑉 −1
Φ0

(𝜆) = [𝑆
[1]
Φ0

(𝜆) 𝑆
[2]
Φ0

(𝜆)]，其中𝑆
[1]
Φ0

(𝜆)具有𝑟Φ0列. 根据定

义，关系式𝑉
[1]
Φ0

𝑆
[1]
Φ0

≡ 0及𝑉
[1]
Φ0

𝑆
[2]
Φ0

≡ 𝐼总成立. 换言之，总是存

在𝑟𝑦𝑣−𝑟Φ0
维无穷阶多项式向量𝜉(𝜆)，使得𝛼(𝜆) = 𝑆

[1]
Φ0

(𝜆)𝑇
[1]
Φ0

(𝜆)𝛿+

𝑆
[2]
Φ0

(𝜆)𝜉(𝜆)满足方程(𝑎.4)中的第一个约束.

其次，讨论第二个等式约束𝑇
[2]
Φ0

(𝜆)𝛿 ≡ 0. 这意味着𝛿必须是有限

维多项式矩阵𝑇
[2]
Φ0

(𝜆)右零空间中的一个非零元. 事实上，这就等价于

矩阵Φ0 −Φ中至少有一个非零列向量是𝑇
[2]
Φ0

(𝜆)右零空间的元素.根据
矩阵𝑇的定义

𝑇
[2]
Φ0

(𝜆)𝛿 = (

𝑝∑︁
𝑘=0

𝜆𝑘𝑇
[Φ0]
𝑘 )𝛿 = ([1 𝜆 · · ·𝜆𝑝]𝑇 )𝛿 ≡ 0 (a.5)

等价于𝑇𝛿 = 0. 因此，存在非零实向量𝛿满足方程(10)等价于𝑇必须

非FCR.反之则定理2得证.
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