
考虑R3上弹性体Ω的变形。设其材料为W, 一个关于3 × 3 矩阵的函数。设u =

(u1, u2, u3) 为弹性体的变形，设F = (f1, f2, f3) 为作用在弹性体上的外部力。

设v = (v1, v2, v3), 并设

L(v) =

∫
Ω

W (▽v)dx+

∫
Ω

< v, F > dx (1)

为总能量，其中▽v = (vixj
) 为3× 3 矩阵，

< v, F >=
3∑

i=1

vi(x)fi(x) for x ∈ Ω.

于是，在外力F 作用下，弹性体的变形 u，为能量的最小值，即：

L(u) = inf
v

L(v)

由变分方法，u 满足如下问题：

3∑
j=1

∂

∂xj

[
∂W (▽u)
∂aij

]
= fi(x) x ∈ Ω, i = 1, 2, 3

我们假设弹性体为线性，各向同性的，其能量密度为

W (▽u) = G
3∑

i,j=1

ϵ2ij +
λ

2
(ϵ11 + ϵ22 + ϵ33)

2,

其中G, λ为材料常数，

ϵij =
1

2
(uixj

+ ujxi
).

于是弹性体的形变方程可以写成如下形式：
−[Gdivω1 +

λ
2
(trϵ)x1 ] = f1, x ∈ Ω,

−[Gdivω2 +
λ
2
(trϵ)x2 ] = f2, x ∈ Ω,

−[Gdivω3 +
λ
2
(trϵ)x3 ] = f3, x ∈ Ω。

其中

ωi = (ϵi1, ϵi2, ϵi3), trϵ = ϵ11 + ϵ22ϵ33 = divu

如果给定上述系统的边界条件，则得到了弹性形变的方程。

由如上方程可知，弹性体的形变方程可以表示成如下形式

Aui = f̃i，
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以及相应的边界条件，其中A 为椭圆算子。根据随机过程的生成元理论，在一定的

条件下，存在一个Ω 内的马氏扩散过程w(t) 使得对于任意 g ∈ C2
0(Ω), 即 g 在Ω 二

阶连续可微且g(x) = 0, x ∈ ∂Ω, 有

g(w(t))− g(w(0))−
∫ t

0

(Ag)(w(s))ds

具有鞅性，于是弹性体的形变可以看作这个马氏扩散过程w(t)的一个平均，即：

ui(x) =

∫ ∞

0

Ex[f̃i(w(s))]ds.

根据弹性体的形变方程，马氏扩散过程的参数由材料常数确定，由椭圆算子及其

边界条件可以构造相应的随机微分方程。
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