
欠驱动吊车负载水平运送及落吊有界跟踪消摆控制方法

孙宁1,方勇纯1∗

1. 南开大学机器人与信息自动化研究所,天津 300071
E-mail: {sunn,yfang}@robot.nankai.edu.cn

摘 要: 对于吊车系统而言，其水平负载运送及落吊过程中的防摆控制对其安全及效率具有重要意义；另一方面，已有
的吊车控制方法均仅能保证闭环系统的 (跟踪)误差信号渐近收敛，而无法保证整个过程中误差信号的变化范围。为此，
本文提出了一种新型的吊车消摆控制策略，能够同时实现负载的落吊运动及水平运送，有效地抑制整个工作过程中的负

载摆动。不同于已有的吊车控制策略，该方法可根据实际需求预先设定跟踪误差的变化范围，并能在理论上保证台车在

水平方向、负载在竖直方向上的跟踪误差始终保持在设定的范围内，并最终收敛于零。文中借助 Lyapunov方法对闭环
系统信号的有界性及收敛性进行了分析。数值仿真与实际实验结果均表明本文方法具有良好的控制性能，对外界扰动具

有较好的鲁棒性。
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Abstract: For crane systems, anti-swing control for the payload horizontal transferring and vertical lowering processes is of
significant importance to safety and efficiency. On the other hand, existing crane control methods can only achieve asymptotic
stabilization/tracking results, while the varying ranges of error signals during the control process cannot be ensured. To address
the control problem, we present a novel swing elimination control scheme that can effectively minimize the payload swing
angle while achieving precise horizontal and vertical tracking control. In addition, different from all existing crane control
methods reported in the literature, the proposed method admits us to preset the allowable tracking error bounds in advance; it
can theoretically guarantee the tracking errors, both horizontally and vertically, to be always within the preset bounds and then
converge to zero. Lyapunov techniques are utilized to analyze the boundedness and convergence of all closed-loop signals. Both
numerical simulation and experimental results confirm the superior performance of the proposed method and show that it is
robust with respect to external disturbances.
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1 引言 (Introduction)

近年来，欠驱动机电系统的控制问题得到了研究

人员的广泛关注[1], [2]。该类系统的控制输入数少于其

自由度，较完全驱动系统具有灵活性高、成本低等优

点。桥式吊车是最为常见的欠驱动机电系统之一，在

工业领域得到了广泛的应用，如铁路建设、重物搬运、

海港货物装卸等。吊车的控制过程由如下三步组成：1)
将负载竖直地提升到一定 (安全)高度；2)台车拖动负
载移动到目标位置上方；3)将负载落吊至目标位置处。
一般而言，吊车先从轮船、货车等货物堆积处将负载

竖直升至一定高度；然后开始水平运送，并保证该过

程中负载摆角不要过大，且在到达目标位置上方时要

足够小，以防在第 3步落吊时负载放置不准或与周围
货物发生碰撞。在大多数情况下，负载在第 1步竖直
起吊的过程中不会有大的摆角 (此阶段台车未动，不
会激发摆动)，而在第 2步的过程中及结束时，由于惯
性及外界干扰等原因，负载会产生大的摆动，影响第 3
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步的落吊过程。为此，本文将着重针对第 2、3步的操
控流程设计一种有效的控制策略，同时进行负载的水

平运送、落吊及消摆，以提升整个系统的工作效率。

对于吊车而言，由于系统的欠驱动特性，台车的

快速定位与负载摆动抑制这两个控制目标相互矛盾，

这一点在绳长时变的情况下 (如落吊时)尤为突出。针
对固定绳长 (即仅考虑第 2步)吊车的负载消摆运送，
国内外学者已经进行了广泛的研究并取得了很多有意

义的成果，如最优控制[3], [4]、轨迹规划[5]−[7]、输入

整形[8]、基于能量/无源的方法[9]−[13]、部分反馈线性

化[14]−[16]、切换控制[17]、饱和控制[18]、滑模控制[19]、

智能方法[20]−[22]等。然而，当负载存在竖直方向运动

时，吊绳长度由参数转换为变量，在负载摆动时，绳长

变化能进一步激发负载摆动。因此，已有的固定绳长吊

车控制方法难以适用于绳长时变的情形。为此，研究人

员针对变绳长的吊车系统控制问题进行了一系列的工

作[23]−[26]。例如，Banavar等人成功地将 IDA-PBC (in-
terconnection and damping assignment passivity-based con-
trol)方法应用于变绳长的吊车系统控制，保证了系统
状态的渐近收敛；文献 [26]提出了一种基于模糊逻辑



的自适应控制策略，实现了系统的快速镇定。

遗憾的是，已有的变绳长吊车控制方法，如文献

[23]−[26]，大多为镇定控制方法。而从实际应用的角
度出发，操作人员更希望台车/负载能沿着一条预设的
轨迹在水平/竖直方向上平稳地运动，这样不仅可以提
高效率，还能消除镇定控制所具有的初始控制力矩大

的弊端。在文献 [27] 中，Lee 等人提出了一种变绳长
的吊车跟踪控制方法，但该控制器不光滑，需要较多

假设条件，且仅能保证跟踪误差渐近收敛，无法保证

暂态跟踪性能。实际上，由于桥式吊车是一种强耦合

的非线性系统，目前已有的吊车控制方法，无论是固

定绳长还是变绳长，均仅能保证台车位移与绳长渐近

收敛于/跟踪期望值 (轨迹)，即只能保证在时间足够长
(取极限)时的收敛性能，而难以分析其暂态性能。然
而，以跟踪控制为例，如果能保证台车位移及吊绳长

度与期望轨迹的跟踪误差在任意时刻都保持在一个已

知/设定的范围内 (即暂态跟踪性能已知)，并最终收敛
于零，则具有非常重大的实际工程意义及性能保障。

基于上述问题，针对伴有负载落吊过程的桥式吊

车系统，我们提出了一种新型的跟踪控制方法。该方

法能快速地实现台车水平运送与负载落吊，同时有效

地抑制并消除负载的摆角；此外，该方法能保证台车

位移及绳长变化与期望轨迹之间的误差始终保持在预

先设定的范围之内，并最终收敛于零。论文对所设计

的方法进行了严格的数学分析，为其性能提供了理论

支撑。为验证该方法的有效性，我们不仅进行了仿真

测试，还在实验平台上进行了实验验证，并将其与已

有方法的控制效果进行了对比，结果表明本文方法具

有良好的控制性能及鲁棒性。

本文的主要内容如下。第 2节将给出吊车模型并
描述伴有负载落吊的吊车控制问题。第 3节将进行控
制器设计及其性能分析。在第 4节中，我们将分别通
过数值仿真及实验结果来验证本文方法的有效性。第

5节是对本文主要内容的总结。

2 问题描述 (Problem Statement)

利用拉格朗日 (Lagrange)法对伴有负载竖直方向
运动的桥式吊车系统进行建模，可得如下动力学模型：

(M +m)ẍ+mlθ̈ cos θ +ml̈ sin θ + 2ml̇θ̇ cos θ

−mlθ̇2 sin θ = ux − Frx, (1)

ml̈ +mẍ sin θ −mlθ̇2 −mg cos θ = ul − dl l̇, (2)

ml2θ̈ +mlẍ cos θ + 2mll̇θ̇ +mgl sin θ + dθ θ̇ = 0, (3)

其中， q , [x(t), l(t), θ(t)]⊤ 表示系统状态向

量，x(t), l(t), θ(t) 分别为台车水平位移、吊绳长

度及负载关于竖直方向的摆角；ux(t), ul(t) 分别为

水平及竖直方向的控制量；M, m 为台车及负载质

量；dθ θ̇(t), dθ ∈ R+ 项表示负载及吊绳在摆动时所

受的阻力，Frx(t), dl l̇(t)则分别表示台车与轨道之间以

及吊绳在竖直方向运动所受的摩擦力。

在本文中，我们的控制目标为使台车 (在水平方
向) 由初始位置 x(0) 运行至目标位置 pdx，吊绳长度

(在竖直方向)从 l(0)逐渐变为 pdl，同时充分抑制并消

除负载摆动，提高系统的工作效率及安全性，即：

lim
t→∞

x(t) = pdx, lim
t→∞

l(t) = pdl, lim
t→∞

θ(t) = 0. (4)

对于实际吊车系统而言，吊绳伸长意味着负载落吊，

反之则对应负载升吊。由于本文考虑吊车的落吊过程，

因此 pdl > l(0)。考虑到负载运送及落吊的平稳性，本

文采用跟踪控制，即为台车的水平运动及负载的竖直

运动分别规划期望轨迹 xd(t)与 ld(t)。在此，选取的期

望轨迹应满足如下的约束条件。为方便描述，在此以

xd(t)为例进行描述，该约束条件同样适用于 ld(t)。

约束条件： 期望轨迹 xd(t) 随时间由初

始位置 xd(0) 逐渐收敛到设定位置 pdx， 且

|xd(t)| ≤ pdx，其前三阶导数满足 0 ≤ ẋd(t) ≤
vsup, |ẍd(t)| ≤ asup, |x(3)

d (t)| ≤ jsup, limt→∞ ẋd(t) =

0, limt→∞ ẍd(t) = 0，且 0 < ẋd(0) < vsup，其

中，vsup, asup, jsup ∈ R+分别代表相应的上界值。

由上述约束条件知：

xd(t), ẋd(t), ẍd(t), x
(3)
d (t) ∈ L∞. (5)

此外，利用分步积分，不难求得如下结论：∫ t

0

ẍ2
d(τ)dτ = ẍd(τ)ẋd(τ)

∣∣t
0
−
∫ t

0

x
(3)
d ẋddτ. (6)

根据约束条件知，|x(3)
d (t)| ≤ jsup且 ẋd(t) ≥ 0，因此式

(6)可进一步放缩如下：∫ t

0

ẍ2
d(τ)dτ ≤ ẍd(t)ẋd(t)− ẍd(0)ẋd(0) + jsupxd(t)

− jsupxd(0)

< 2vsupasup + 2jsuppdx , Isup ≪ +∞
=⇒ xd(t) ∈ L2. (7)

式 (5)与 (7)的结论将用于下文的分析。
注 1：上述约束条件是为了保证期望轨迹的光滑

性，一方面是使期望轨迹易于跟踪，另一方面对执行

器具有保护作用。该约束条件要求期望轨迹的加加速

度 (jerk，三阶导数)有界，若加加速度无穷大则意味着
加速度不连续，在实际应用时不仅会给执行器带来极

高的要求而不易实现，且容易对其造成损伤。此外，要

求期望轨迹的导数满足 ẋd(t) ≥ 0 是为了尽可能地避

免台车的往复运动，以降低不必要的能耗，提高运行

效率。

3 控制器设计及性能分析 (Controller Develop-
ment and Performance Analysis)

在本节，我们将设计一种新颖的跟踪控制策略，使

得台车水平位移及吊绳长度快速地跟踪设定轨迹以到

达目标位置，同时高效地抑制整个过程中的负载摆角。

此外，本文方法可确保台车位移及绳长变化的跟踪误

差始终保持在预先设定的界内，并最终收敛为零，很

好地保证跟踪的暂态性能。因此，在使用本方法时可

根据实际工程需求方便地设定跟踪误差的范围。
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图 1: “势”函数示意图 (该示意图所用参数为 ξx = ξl =

0.9996, −0.99 < ex(t), el(t) < 0.99, λωx = λωl = 1)

3.1 控制器设计 (Control Law Design)
为实现控制目标，定义如下误差信号：

e(t) , [ex, el, eθ]
⊤ = [x− xd, l − ld, θ]

⊤. (8)

此外，桥式吊车系统的机械能可表示如下：

E(t) =
1

2
q̇⊤MC(q)q̇ +mgl(1− cos θ), (9)

其中，MC(q)表示如下正定对称矩阵：

MC(q) =

 M +m m sin θ ml cos θ

m sin θ m 0

ml cos θ 0 ml2

 . (10)

众所周知，一个系统的能量可以反映其运动特性及所

处的状态[28]，当系统机械能衰减为零时，系统稳定至

平衡点。由于本文的控制目标是使 e(t) → 0，受此启

发，构造如下“整形”后的“能量”函数：1

Ve(t) =
1

2
ė⊤MC(q)ė+

1

2
kpxe

2
x +

1

2
kple

2
l

+mgl(1− cos θ). (11)

式中，kpx, kpl ∈ R+为随后即将引入的控制增益。

为了在整个控制过程中使跟踪误差 ex(t), el(t)保

持在如下设定界内：

|ex(t)| < ξx, |el(t)| < ξl, (12)

受文献 [29], [30]的启发，我们构造如下“势”函数 (其
示意图见图 1)：

Vω(t) = λωx
e2x

ξ2x − e2x
+ λωl

e2l
ξ2l − e2l

, (13)

其中，λωx, λωl ∈ R+为正的控制增益。由式 (13)可以
看出，当 |ex(t)| → ξx, |el(t)| → ξl 时，Vω(t) → ∞。在

1当 l(t) > 0时，Ve(t)恒为正定标量函数。随后将证明，在本文控

制器 (17)−(18)的作用下，总能保证 l(t) > 0成立。

实际应用时，吊绳长度不能太短，因此对于绳长变化

的目标轨迹 ld(t)及误差界 ξl，我们选取：2

0 < ld(0) = l(0) < pdl, ld(0)− ξl = le > 0, (14)

其中，le ∈ R+表示正常数，可根据实际情况选取。将

Ve(t)与 Vω(t)结合在一起，可得：

V (t) = Ve(t) + Vω(t). (15)

对其两边关于时间求导数并进行整理，可得如下结论：

V̇ (t) =
[
ux + kpxex − (M +m)ẍd −ml̈d sin θ

−ml̇dθ̇ cos θ − Frx

]
ėx +

2λωxξ
2
x

(ξ2x − e2x)
2 exėx

+
[
ul + kplel −mẍd sin θ −ml̈d +mg − dl l̇

]
ėl

+
2λωlξ

2
l

(ξ2l − e2l )
2 elėl − (dθ +mll̇d)θ̇

2

−ml cos θθ̇ẍd +mgl̇d(1− cos θ). (16)

基于式 (16)的形式，构造控制器如下：

ux =− kpxex − 2λωxξ
2
x

(ξ2x − e2x)
2 ex − kdxėx + (M +m)ẍd

+ml̈d sin θ +ml̇dθ̇ cos θ + Frx, (17)

ul =− kplel −
2λωlξ

2
l

(ξ2l − e2l )
2 el − kdlėl +mẍd sin θ +ml̈d

−mg + dl l̇, (18)

其中，Frx(t) = Fr0x tanh (ẋ/ϵ) − kr|ẋ|ẋ为摩擦力前馈
补偿项，ϵ, Fr0x, kr ∈ R为摩擦参数[5]−[7], [13]。

那么，本文所设计的控制器 (17)−(18)能在保证台
车、绳长跟踪期望轨迹的同时，有效抑制并消除整个

过程中的负载摆动，具体结论如接下来的定理 1所述。

3.2 信号分析 (Signal Chasing)
定理 1：控制器 (17)−(18)能将跟踪误差始终控制

在如下范围内：|ex(t)| < ξx, |el(t)| < ξl，且能使得台

车位移 x(t)渐近跟踪期望轨迹 xd(t)，吊绳长度 l(t)渐

近跟踪 ld(t)，即：

lim
t→∞

x(t) = xd(t), lim
t→∞

l(t) = ld(t). (19)

同时，负载摆角随时间收敛于零，即：

lim
t→∞

θ(t) = 0. (20)

证明：由初始条件的选取知：

0 < le < l(0) < pdl < l, ex(0) = 0, el(0) = 0, (21)

其中，le由式 (14)所定义，l为满足 l > pdl+2ξl的正常

数。根据 l(t)的变化，在此分两种情形展开证明，即情

2为合理起见，在选取期望轨迹时，其初始值 ld(0), xd(0) 与

l(0), x(0) 保持一致。此外，在实际中，当负载处于最高位置时，负

载与台车之间在竖直方向有一定的距离，即 l(0) > 0是合理的。



形 1) l(t) 始终在范围
{
l(t) : le < l(t) < l

}
内变化；情

形 2) l(t) 不会一直在
{
l(t) : le < l(t) < l

}
内变化。随

后的证明过程将说明只有情形 1成立。
情形 1：l(t)始终在范围

{
l(t) : le < l(t) < l

}
内变

化。由式 (21)易知 ex(0) = 0 < ξx, el(0) = 0 < ξl，在

此选取由式 (15)所定义的标量函数 V (t)进行分析，对

其两边关于时间求导可得式 (16)。将式 (17)−(18)代入
(16)，并整理可得如下结果：

V̇ (t) = − kdxė
2
x − kdlė

2
l − (dθ +mll̇d)θ̇

2

−ml cos θθ̇ẍd +mg(1− cos θ)l̇d. (22)

借助 l̇d(t) ≥ 0 (见约束条件)，0 ≤ 1 − cos θ(t) ≤ 2，以

及代数―几何均值不等式的基本性质，对式 (22)进行
放缩，有：

V̇ (t) ≤− kdxė
2
x − kdlė

2
l − (dθ +mll̇d)θ̇

2 +ml|θ̇||ẍd|

+ 2mgl̇d

≤ − kdxė
2
x − kdlė

2
l +

1

2
dθ θ̇

2 +
m2l

2
ẍ2
d

2dθ

− (dθ +mll̇d)θ̇
2 + 2mgl̇d

≤− kdxė
2
x − kdlė

2
l −

1

2
dθ θ̇

2 +
m2l

2
ẍ2
d

2dθ

+ 2mgl̇d. (23)

对式 (23)两边关于时间求积分，可得：

V (t) ≤ V (0)− kdx

∫ t

0

ė2xdτ − kdl

∫ t

0

ė2l dτ − dθ
2

∫ t

0

θ̇2dτ

+
m2l

2

2dθ

∫ t

0

ẍ2
ddτ + 2mg [ld(t)− ld(0)] . (24)

由 V (0), ld(t) ∈ L∞ 及式 (7) 的结论，可得对于任意
t ≥ 0，恒有：3

V (t) < V (0) +
m2l

2

2dθ
Isup + 2mgpdl ≪ +∞. (25)

由于初始状态满足 |ex(0)| = 0 < ξx, |el(0)| = 0 < ξl，

如果 |ex(t)| → ξ−x 或 |el(t)| → ξ−l ，则根据式 (13) 与
(15) 可得 V (t) → +∞，显然这与式 (25) 的结论相矛
盾，故

|ex(t)| 9 ξ−x , |el(t)| 9 ξ−l , ∀ t ≥ 0. (26)

因此，在初始条件为 |ex(0)| = 0 < ξx, |el(0)| = 0 < ξl
的情况下，如下结论恒成立：

|ex(t)| < ξx, |el(t)| < ξl. (27)

进一步，结合式 (14)可知：

l(t) = ld(t) + el(t) > ld(0)− ξl = le > 0,

l(t) = ld(t) + el(t) < pdl + ξl < l − ξl. (28)

3虽然随后可证明 V (t)正定，但式 (22)−(25)的推导过程及结论并
不要求 V (t)是正定的。

由式 (27) 可知 Vω(t) ≥ 0， 再由式 (28)， 得

Ve(t) 正定， 因此 V (t) 为正定。 于是， 由

式 (7)、 (11)、 (13)、 (15)、 (24)、 (25)， 结合

xd(t), ld(t), ẋd(t), l̇d(t) ∈ L∞，可知：4

V (t) ∈ L∞ =⇒ ex(t), el(t), ėx(t), ėl(t), θ̇(t) ∈ L∞,

e2x
ξ2x − e2x

,
e2l

ξ2l − e2l
∈ L∞ =⇒ x(t), l(t), ẋ(t), l̇(t) ∈ L∞

=⇒ 1

ξ2x − e2x
,

1

ξ2l − e2l
, ux(t), ul(t), Frx(t) ∈ L∞. (29)

另一方面，对式 (24)进行移项，结合式 (29)的结论，我
们有：

kdx

∫ t

0

ė2xdτ + kdl

∫ t

0

ė2l dτ +
dθ
2

∫ t

0

θ̇2dτ

≤− V (t) + V (0) +
m2l

2

2dθ

∫ t

0

ẍ2
ddτ + 2mg [ld(t)− ld(0)]

=⇒ ėx(t), ėl(t), θ̇(t) ∈ L2. (30)

对于吊车动力学方程，将式 (2)与 (3)代入式 (1)，并整
理可得：

Mẍ = (ux − Frx)− (ul − dl l̇) sin θ +
dθ
l
θ̇ cos θ. (31)

那么，利用式 (29)，并进一步利用式 (2)与 (3)及期望
轨迹所满足的性质，可推知如下结论：

ẍ(t) ∈ L∞ =⇒ θ̈(t), l̈(t) ∈ L∞

=⇒ ëx(t), ël(t), θ̈(t) ∈ L∞. (32)

于是，联立式 (29)、(30)和 (32)可知 ėx(t), ėl(t), θ̇(t) ∈
L2 ∩ L∞ 且 ëx(t), ël(t), θ̈(t) ∈ L∞，根据 Barbalat引
理，可以直接得到：

lim
t→∞

ėx(t) = 0, lim
t→∞

ėl(t) = 0, lim
t→∞

θ̇(t) = 0. (33)

进一步，由 limt→∞ ẋd(t) = 0, limt→∞ l̇d(t) = 0 (见约
束条件)可得：

lim
t→∞

ẋ(t) = 0, lim
t→∞

l̇(t) = 0 =⇒ lim
t→∞

Frx(t) = 0. (34)

为完成定理的证明，需要进一步分析 ex(t)、el(t)

及 θ(t)的收敛性。为此，将式 (17)−(18)代入式 (31)并
整理，有：

Mẍ(t) = X1(t) +X2(t) (35)

4当 e2x 9 0 时，由 ex,
e2x

ξ2x−e2x
∈ L∞ 可得

1
ξ2x−e2x

∈ L∞；当

e2x → 0时 1
ξ2x−e2x

→ 1
ξ2x

< ∞；综合两种情况可知， 1
ξ2x−e2x

∈ L∞ 成

立。同理，可得 1
ξ2
l
−e2

l

∈ L∞。



其中：

X1 = − kdxėx +
dθ
l
θ̇ cos θ + (M +m)ẍd +ml̈d sin θ

+ml̇dθ̇ cos θ + kdlėl sin θ −mẍd sin
2 θ

−ml̈d sin θ (36)

X2 = − kpxex + kplel sin θ −
2λωxξ

2
x

(ξ2x − e2x)
2 ex

+
2λωlξ

2
l

(ξ2l − e2l )
2 el sin θ +mg sin θ. (37)

由式 (33)及期望轨迹的性质 (见约束条件)易知：

lim
t→∞

X1(t) = 0. (38)

此外，由式 (29)知 X2(t)的导数满足：

Ẋ2 =− kpxėx + kplėl sin θ + kplelθ̇ cos θ +mg cos θθ̇

− 2λωx
ξ4xėx + 3ξ2xe

2
xėx

(ξ2x − e2x)
3 +

2λωlξ
2
l (ξ

2
l + 3e2l )ėl sin θ

(ξ2l − e2l )
3

+
2λωlξ

2
l elθ̇ cos θ

(ξ2l − e2l )
2

∈ L∞. (39)

联立式 (34)、(38)与 (39)，结合M > 0，利用扩展 Bar-
balat引理5可得：

lim
t→∞

Mẍ(t) = 0, lim
t→∞

X2(t) = 0 =⇒ lim
t→∞

ẍ(t) = 0,

lim
t→∞

[
kpx +

2λωxξ
2
x

(ξ2x − e2x)
2

]
ex − lim

t→∞
mg sin θ

− lim
t→∞

[
kpl +

2λωlξ
2
l

(ξ2l − e2l )
2

]
el sin θ = 0. (40)

另一方面，可将式 (3)整理如下：

ml2θ̈ = −mgl sin θ︸ ︷︷ ︸
Θ1

−mlẍ cos θ − 2mll̇θ̇ − dθ θ̇︸ ︷︷ ︸
Θ2

. (41)

经过类似的分析， 可得 Θ̇1(t) = −mglθ̇ cos θ −
mgl̇ sin θ ∈ L∞，limt→∞ Θ2(t) = 0。由于 l(t) > 0 (见式
(28))且m > 0，再次由扩展 Barbalat引理，可得：6

lim
t→∞

ml2θ̈(t) = 0 =⇒ lim
t→∞

θ̈(t) = 0;

lim
t→∞

mgl sin θ(t) = 0 =⇒ lim
t→∞

θ(t) = 0. (42)

进一步，将式 (42)代入式 (40)得：

lim
t→∞

ex(t) = 0. (43)

5扩展的 Barbalat 引理[31][32]：如果函数 f(t) : R≥0 → R 存

在极限 limt→∞ f(t) = c，其中，c ∈ R 表示常数，且它关于时间

的导数可以表示为 ḟ(t) = g1(t) + g2(t) 的形式，其中，g1(t) 一致

连续 (或 ġ1(t) ∈ L∞)，limt→∞ g2(t) = 0，则有 limt→∞ g1(t) =

0, limt→∞ ḟ(t) = 0。
6式 (42)利用了假设 −π < θ(t) < π。值得说明的是，对实际吊车

系统而言，负载不会到达台车上方，因此已有的绝大多数吊车文献都

假设 −π/2 < θ(t) < π/2 [3]−[9], [17], [20], [23], [26], [27]，从这个意
义上讲，本文方法放宽了该假设，因而更具一般性。

将式 (18)代入式 (2)并移项整理，可得：

ml̈ = L1(t) + L2(t), (44)

其中：

L1(t) =−mẍ sin θ +mlθ̇2 −mg +mg cos θ

− kdlėl +mẍd sin θ +ml̈d, (45)

L2(t) =−

[
kpl +

2λωlξ
2
l

(ξ2l − e2l )
2

]
el. (46)

利用期望轨迹性质及式 (29)、(33)、(40)、(42) 易知
limt→∞ L1(t) = 0, L̇2(t) ∈ L∞。对式 (44)，由于
limt→∞ l̇(t) = 0 (见式 (34))，再次引用扩展的 Barbalat
引理，可得：

lim
t→∞

ml̈(t) = 0, lim
t→∞

el(t) = 0 =⇒ lim
t→∞

l̈(t) = 0. (47)

情形 2：l(t)不会一直在
{
l(t) : le < l(t) < l

}
内变

化。在此利用反证法证明该情形不存在。不妨假设在
τ1时刻，l(t)首次逃离区域

{
l(t) : le < l(t) < l

}
。于是，

在 t = τ1时，l(τ1) ≥ l或 l(τ1) ≤ le，不失一般性，在此

以出现前者的情况为例进行分析，对于后者的情况可

进行类似的分析。那么，

• 一方面，在 t < τ1 时，le < l(t) < l依然成立，因

而，在 t ∈ [0, τ1)时，情形 1成立；进一步地，由
式 (26)可知，恒有

|ex(t)| 9 ξ−x , |el(t)| 9 ξ−l ,

|ex(t)| < ξx, |el(t)| < ξl, ∀ t ∈ [0, τ1). (48)

• 另一方面，在 t = τ1时刻，

l(τ1) ≥ l ⇒ el(τ1) = l(τ1)− ld(τ1) ≥ l − ld(τ1)

> pdl + 2ξl − ld(τ1) ≥ 2ξl. (49)

以上两方面表明 el(t)在 τ1时刻发生突变 (不连续)。此
外，易知由式 (17)−(18)与 (1)−(3)组成的闭环系统仅
在 el(t) = ±ξl或 ex(t) = ±ξx处不光滑，即只有该四处

是系统状态可能发生突变的地方。那么，el(t)在 t = τ1
时刻发生突变意味着必然存在 τ∗ ∈ [0, τ1)满足

|el(τ∗)| = ξl或 |ex(τ∗)| = ξx. (50)

然而，根据式 (48) 知当 t ∈ [0, τ1) 时， |el(t)| <

ξl, |ex(t)| < ξx 恒成立，故不存在 τ∗ ∈ [0, τ1) 使得

式 (50)成立，进一步可知 τ1不存在，因此该情形不成

立。

综合上述分析，易知只有情形 1成立，那么由式
(26)、(27)、(33)、(40)、(42)、(43)、(47)可知定理结论成
立。至此，定理得证。 �

4 仿真与实验 (Simulation and Experiments)

在本节中，我们将分别通过数值仿真与实际实验

来验证本文所提方法的控制性能。
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图 2: 仿真结果：台车位移跟踪误差 ex(t)、吊绳长度跟踪误差

el(t)及负载摆角 θ(t)
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图 3: 仿真结果：控制量 ux(t)与 ul(t)

4.1 仿真结果及分析 (Simulation Results and Analysis)
在仿真中，桥式吊车系统的参数设置为 M =

6.5 kg, m = 10 kg, g = 9.8 m/s
2。控制目标是使台

车由初始位置 x(0) = 0 m运动到目标位置 pdx = 4 m，

吊绳由 l(0) = 0.2 m变为 pdl = 1.6 m，同时抑制并消

除整个过程中的负载摆动。为此，根据约束条件，分

别为台车运动及绳长变化选取期望轨迹如下[5]：

xd =
pdx
2

+
k2vx
4kax

ln

 cosh
(

2kaxt
kvx

− εx

)
cosh

(
2kaxt
kvx

− εx − 2kaxpdx

k2
vx

)
 ;

(51)

ld =
p′dl + 2l(0)

2
+

k2vl
4kal

ln

 cosh
(

2kalt
kvl

− εl

)
cosh

(
2kalt
kvl

− εl −
2kalp′

dl

k2
vl

)
 ,

pdl , l(0) + p′dl, (52)

其中，p′dl 表示绳长的相对变化值，各参数取值分别

为 pdx = 4, l(0) = 0.2, p′dl = 1.4 =⇒ pdl = 1.6, kvx =

0.4, kax = 0.4, kvl = 0.3, kal = 0.3, εx = εl = 3.0。控制

器 (17)−(18)的增益选为 kpx = 120, kdx = 60, λωx =

0.1, λωl = 0.04, kpl = 100, kdl = 50，误差界设置为

ξx = 0.050 m (即 50 mm)，ξl = 0.030 m (即 30 mm)。7

仿真结果如图 2−3所示。由图 2可知，台车跟踪
误差保持在 20 mm以内，小于 ξx = 50 mm，并最终收

7仿真中不考虑轨道摩擦及吊绳在竖直方向运动时所受的摩擦。
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图 4: 第一组实验 (本文控制方法)：台车位移跟踪误差 ex(t)、

吊绳长度跟踪误差 el(t)及负载摆角 θ(t) (红色点画线：设定跟
踪误差界 ±ξx = ±20 mm, ±ξl = ±15 mm，绿色实线：实验

结果)
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图 5: 第一组实验 (本文控制方法)：控制量 ux(t)与 ul(t)

敛至零；负载 (对应绳长变化)在竖直方向的跟踪误差
始终保持在 5 mm以内，远小于设定界 ξl = 30 mm，并

最终收敛为零。台车在 3 s至 10 s之间匀速运行，该阶

段内负载无摆动，在即将到达目标位置时，台车开始

减速，由于惯性导致负载出现摆动，但被控制器很快

地抑制并消除。在整个过程中，负载摆角被控制在很

小的范围内，并在台车到达目标位置之后便很快衰减

为零。此外，竖直方向的控制量 ul(t)最终收敛于−mg，

与负载重力等值反向，到达平衡状态。

4.2 实验结果及分析 (Experiments and Analysis)
为了进一步验证本文方法的实际应用性能，我们

又在桥式吊车实验平台[5], [11], [13]上进行了实验验证。

桥式吊车实验平台中的参数设置为 M =

6.5 kg, m = 1 kg, g = 9.8 m/s
2。在实验中，台车初始

位置为 x(0) = 0 m，目标位置为 pdx = 0.6 m，吊绳初

始长度为 l(0) = 0.5 m，目标长度为 pdl = 0.75 m，相应

地，期望轨迹表达式仍选用式 (51)及 (52)所描述的 S
形轨迹，轨迹参数变为 pdx = 0.6, p′dl = 0.25 =⇒ pdl =

0.75, kvx = kvl = 0.4, kax = kal = 0.4, εx = εl = 3.5。

设定台车与吊绳跟踪期望轨迹的误差界分别为：

ξx = 0.020 m (i.e., 20 mm),

ξl = 0.015 m (i.e., 15 mm). (53)
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图 6:第一组实验 (对比控制方法[27])：台车位移跟踪误差 ex(t)、

吊绳长度跟踪误差 el(t)及负载摆角 θ(t) (红色点画线：设定跟
踪误差界 ±ξx = ±20 mm, ±ξl = ±15 mm，绿色实线：实验

结果)
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图 7: 第一组实验 (对比控制方法[27])：控制量 ux(t)与 ul(t)

控制律 (17)及(18)的增益及参数选取如下：

kpx = 240, kdx = 100, kpl = 45, kdl = 10,

λωx = 0.1, λωl = 0.1, Fr0x = 4.4, krx = −0.5,

ϵ = 0.01, dl = 6.5. (54)

其中，Fr0x, krx, ϵ, dl的值是通过离线实验标定并利用

最小二乘法拟合获得的[5], [11], [13]。此外，为了充分体

现本文方法的性能，我们选取文献 [27]中所提出的滑
模控制方法进行了对比实验，其参考轨迹 rx(t), rl(t)

选为 xd(t), ld(t) (见式 (51)−(52))，rθ(t) ≡ 0，控制参数

选为 kx = 3, kl = 2, kli = 3, kas = 0.4, ηx = 2, ηl = 2，

为消除滑模控制器的“抖振”(chattering)现象，在实验
中用 tanh(10s)近似替代 sgn(s)。

接下来，通过两组实验来检验本文方法的有效性。

其中，第一组实验用以验证在无外界干扰情形下本文

方法的有效性，并与文献 [27]中提出的滑模控制方法
进行对比；在第二组中，在控制过程中对负载摆动添

加了一些扰动，观察控制系统的响应，验证其鲁棒性。

实验结果如图 4−9所示，分别给出了台车的水平
跟踪误差 ex(t)、绳长跟踪误差 el(t)、负载摆角 θ(t)以

及控制量 ux(t), ul(t)随时间变化的曲线。其中，图 4−5
为第一组实验中本文方法的实验结果，图 6−7是第一
组实验中对比滑模控制方法的实验结果，图 8−9对应
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图 8: 第二组实验 (存在摆角干扰)：台车位移跟踪误差 ex(t)、

吊绳长度跟踪误差 el(t)及负载摆角 θ(t) (红色点画线：设定跟
踪误差界 ±ξx = ±20 mm, ±ξl = ±15 mm，绿色实线：实验

结果)
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图 9: 第二组实验 (存在摆角干扰)：控制量 ux(t)与 ul(t)

第二组实验中本文方法的结果。

从图 4−5可以看出，在整个过程中，两个方向上
的跟踪误差始终被控制在设定的误差界内，并很快收

敛于零，台车位移与吊绳长度快速准确地到达了目标

值，与理论分析一致；同时负载摆角被抑制在一个较小

的范围内，且在台车到达目标位置后迅速衰减，几乎无

残余摆动；ux(t)最终收敛于零，ul(t)收敛于−mg，与

负载重力平衡，在竖直方向达到平衡状态。相比之下，

由图 6−7可以看出，对比控制方法无法保证跟踪误差
范围，且本文方法在摆角抑制方面有着更为良好的效

果。在第二组实验中，对负载摆动在第 5秒左右进行
了干扰8，由图 8−9可知，即便在存在外界干扰的情况
下，本文方法依然能够很好地实现控制目标，具有很

好的鲁棒性。值得说明的是，由于实际吊车系统存在

系统轨道摩擦及吊绳在竖直方向运动所受的摩擦，而

在仿真时未考虑这些因素，因此实验中控制量的变化

与仿真结果有所差异。

5 结论 (Conclusions)

在本文中，我们设计了一种新型的桥式吊车控制

方法，它能在保证台车在水平方向、负载在竖直方向

8虽然干扰的幅值的绝对数值不大，但却约占了无干扰情况下最大

摆幅的 75%，即其对于该控制过程而言是一次大的扰动。



快速精确跟踪定位的同时，有效地抑制并消除负载的

摆动。通过引入“势”函数项，该控制器能确保台车及

吊绳跟踪期望轨迹的误差始终能够保持在预先设定的

界内，并最终收敛为零，很好地解决了现有吊车控制

方法均不能分析暂态控制性能的不足。论文对所提控

制方法的有效性进行了严格的数学分析，为其可行性

提供了理论依据。最后进行了数值仿真分析，并进一

步在实验平台上进行了实验验证，并与已有方法进行

了对比，结果表明该方法能取得良好的控制性能。在

接下来的研究中，我们将进一步引入自适应机制，提

高控制系统对不确定参数的适应性。
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